
TH

�

ESE

Pr�esent�ee par

Pierre DEMARTINES

Pour obtenir le titre de

DOCTEUR

DE L'INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE

(arrêt�e minist�eriel du 30 mars 1992)

Sp�ecialit�e : Signal, Image, Parole

ANALYSE DE DONN

�

EES

PAR R

�

ESEAUX DE NEURONES

AUTO-ORGANIS

�

ES

Soutenue le 25 Novembre 1994 devant le jury :

Pr�esident Prof. Jean-Marc DOLMAZON

Rapporteurs Prof. Marie COTTRELL

Prof. Christian WELLEKENS

Examinateurs Prof. Alain GERMOND

Dr. Vincent LORQUET

Directeur Prof. Jeanny H

�

ERAULT

Th�ese pr�epar�ee au sein du laboratoire TIRF

Laboratoire de Traitement d'Images et de Reconnaissance des Formes



DATA ANALYSIS

THROUGH SELF-ORGANIZED NEURAL NETWORKS

Keywords

Data structure (submanifold), Self-Organizing Maps (Kohonen), Fractal Dimension,

Dimension Reduction, Nonlinear Projection, Unfolding, \VQP" Algorithm, Di�eomor-

phism, Interpolation, Extrapolation, Multidimensional Scaling, Nonlinear Mapping,

Industrial Applications.

Abstract

Data understanding is often based on hidden informations retrieval within a big

amount of collected variables. It is a search for linear or non linear dependencies

between these observed variables, and consists in reducing these variables to small

number of parameters.

A classical method, widely used for this purpose, is the so-called Principal Com-

ponent Analysis (PCA). Unfortunately, this method is only linear, and fails to reduce

data that are redundant in a non linear way.

The Kohonen's Self-Organizing Maps are a type of arti�cial neural networks, the

functionality of which can be viewed as a non linear extension of PCA: data samples

are mapped onto a grid of neurons. A major drawback of these maps, however, is their

a priori de�ned shape (generally a square or a rectangle), which is rarely adapted to

the shape of the parametric space to represent.

We relax this constraint with a new algorithm, called \Vector Quantization and

Projection" (VQP). It is a kind of self-organizing map, the output space of which is

continuous and takes automatically the relevant shape. From a mathematical point of

view, VQP is the search for a di�eomorphism between the raw data set and an unknown

parametric representation to be found. More intuitively, this is an unfolding of data

structure towards a low-dimensional space, which dimension is the number of degrees of

freedom of the observed phenomenon, and can be determined through fractal analysis

of the data set.

In order to illustrate the generality of VQP, we give a wide range of application

examples (real or simulated), in several domains such as data fusion, graphes match-

ing, industrial process monitoring or analysis, faults detection in devices and adaptive

routing in telecommunications.
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Mots-cl�es

Structure de donn�ees (vari�et�e), cartes auto-organisantes (Kohonen), dimension frac-

tale, r�eduction de dimension, projection non-lin�eaire, d�epliage, algorithme \VQP",

di��eomorphisme, interpolation, extrapolation, \Multidimensional Scaling", \Nonlinear

Mapping", applications industrielles.

R�esum�e

Chercher �a comprendre des donn�ees, c'est souvent chercher �a trouver de l'informa-

tion cach�ee dans un gros volume de mesures redondantes. C'est chercher des d�epen-

dances, lin�eaires ou non, entre les variables observ�ees pour pouvoir r�esumer ces derni�eres

par un petit nombre de param�etres.

Une m�ethode classique, l'Analyse en Composantes Principales (ACP), est abon-

damment employ�ee dans ce but. Malheureusement, il s'agit d'une m�ethode exclusive-

ment lin�eaire, qui est donc incapable de r�ev�eler les d�ependances non lin�eaires entre les

variables.

Les cartes auto-organisantes de Kohonen sont des r�eseaux de neurones arti�ciels

dont la fonction peut être vue comme une extension de l'ACP aux cas non-lin�eaires.

L'espace param�etrique est repr�esent�e par une grille de neurones, dont la forme, g�en�era-

lement carr�ee ou rectangulaire, doit malheureusement être choisie a priori. Cette forme

est souvent inadapt�ee �a celle de l'espace param�etrique recherch�e.

Nous lib�erons cette contrainte avec un nouvel algorithme, nomm�e \Vector Quanti-

zation and Projection" (VQP), qui est une sorte de carte auto-organisante dont l'espace

de sortie est continu et prend automatiquement la forme ad�equate. Sur le plan math�e-

matique, VQP peut être d�e�ni comme la recherche d'un di��eomorphisme entre l'espace

brut des donn�ees et un espace param�etrique inconnu �a trouver. Plus intuitivement, il

s'agit d'un d�epliage de la structure des donn�ees vers un espace de plus petite dimension.

Cette dimension, qui correspond au nombre de degr�es de libert�e du ph�enom�ene �etudi�e,

peut être d�etermin�ee par des m�ethodes d'analyse fractale du nuage de donn�ees.

A�n d'illustrer la g�en�eralit�e de l'approche VQP, nous donnons une s�erie d'exemples

d'applications, simul�ees ou r�eelles, dans des domaines vari�es qui vont de la fusion de

donn�ees �a l'appariement de graphes, en passant par l'analyse ou la surveillance de

proc�ed�es industriels, la d�etection de d�efauts dans des machines et le routage adaptatif

en t�el�ecommunications.
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même de surench�erir aux plaisanteries gaillardes de mes gaulois coll�egues.



12 REMERCIEMENTS



Pr�eambule

Chercher �a comprendre des donn�ees, c'est souvent chercher �a trouver de l'infor-

mation cach�ee dans un gros volume de mesures. C'est chercher des corr�elations,

des d�ependances, des liens de cause �a e�et, c'est tenter de simpli�er un grand

nombre d'observables en un petit nombre de param�etres.

Une �etape fondamentale dans cette d�emarche de compr�ehension est de cher-

cher la structure du nuage des donn�ees dans l'espace d'observation. Quelle est

la dimension intrins�eque de ce nuage, ou, en d'autres termes, de combien de

param�etres libres d�epend le probl�eme observ�e ? Quelle est la forme de l'espace

param�etrique ? Quelles sont les relations entre les donn�ees et ces param�etres

cach�es ?

Au long de ce m�emoire, nous analysons des techniques qui tentent de r�epondre

�a ces questions. Tout d'abord, dans le chapitre 1, nous montrons d'une fa�con

intuitive les enjeux et les di�cult�es d'une telle d�emarche, que nous illustrons

�a l'aide d'un exemple simple o�u l'espace param�etrique est connu. Cet exemple

permet de voir que la dimension intrins�eque (le nombre de param�etres) peut être

beaucoup plus petite que la dimension de l'espace d'observation, et que les liens

entre les param�etres et les donn�ees peuvent être fortement non-lin�eaires.

Au chapitre 2, on s'int�eresse �a quelques caract�eristiques statistiques propres

aux espaces de grandes dimensions. On y d�ecrit quelques moyens pr�eliminaires

d'analyse, comme la vue directe du nuage de donn�ees selon di��erents angles (pro-

jection), selon une rotation continue, ainsi que l'Analyse en Composantes Princi-

pales, qui limite la recherche de structure aux formes lin�eaires. On y pr�ecise aussi

la notion de dimension intrins�eque d'un nuage, li�ee �a la notion de vari�et�e ou de

sous-vari�et�e (qui est une g�en�eralisation de la notion de surface en g�eom�etrie di��e-

rentielle). Dans ce chapitre donc, on se pr�eoccupe essentiellement de dimensions

(brute et intrins�eque), de leur d�e�nition, de leurs e�ets, et de la perspective de

passer de l'une �a l'autre par r�eduction.

De fa�con compl�ementaire, le chapitre 3 traite du nombre d'�echantillons dispo-

nibles, et de la r�eduction de ce nombre �a un ensemble de repr�esentants pertinents.

Cette r�eduction est l'objet de la quanti�cation vectorielle, dont nous rapportons

quelques principes et m�ethodes. En g�en�eral, ces m�ethodes sou�rent de quelques

13
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probl�emes connus, comme celui de la faible e�cacit�e (la lenteur) des algorithmes,

leur non-optimalit�e (les fonctions de distorsion ou de coût �a minimiser ne sont

pas convexes), et celui des unit�es mortes (inutiles parce que laiss�ees en dehors

de la distribution des donn�ees). Si la vitesse des algorithmes peut être am�elior�ee

en adaptant tous les prototypes (et non le plus proche seulement) lors de la pr�e-

sentation d'une donn�ee, il est alors n�ecessaire de prendre des pr�ecautions pour

�eviter un \collage" (convergence vers un point unique) de tous ces prototypes. En

analysant les m�ethodes qui parviennent �a �eviter ce ph�enom�ene bien qu'adaptant

tous les points �a chaque it�eration, nous trouvons qu'il est n�ecessaire de d�ecoupler

d'une fa�con quelconque l'adaptation de la pure distance entre �echantillon et pro-

totype. Nous �etudions aussi des m�ethodes permettant d'�eviter des minima locaux

de la distorsion, et �egalement des principes pour �eviter les unit�es mortes.

En�n, nous soulevons un probl�eme qui n'est g�en�eralement pas abord�e dans

l'�etude de la quanti�cation vectorielle. C'est celui de l'antagonisme qui existe entre

la fonction de coût g�en�eralement minimis�ee par les algorithmes, et les buts que

l'on cherche �a atteindre dans certains probl�emes. G�en�eralement, la minimisation

de cette fonction de coût force les prototypes �a suivre �a peu pr�es la même densit�e

de probabilit�e que les donn�ees. Cette tâche est di��erente de ce que l'on souhaite

parfois, non seulement dans notre d�emarche de recherche de structure (o�u l'on

d�esire s�eparer la forme du support des donn�ees et la densit�e de celles-ci sur ce

support), mais aussi dans certains probl�emes de repr�esentation, o�u les �ev�enements

rares sont pr�ecis�ement les plus importants. La th�eorie de l'information indique

justement que les �ev�enements rares sont les plus informatifs (sauf quand c'est

du bruit), or la quanti�cation vectorielle tend g�en�eralement �a les n�egliger. La

di�cult�e de la discrimination entre bruit et point informatif montre l'importance

des connaissances a priori du ph�enom�ene observ�e. Nous proposons une m�ethode

originale de r�egularisation qui permet de choisir de fa�con continue entre respect

de la densit�e de distribution et r�egularit�e de la quanti�cation.

R�eduction de dimension et r�eduction du nombre d'�echantillons sont deux

tâches e�ectu�ees en parall�ele par l'algorithme d'auto-organisation de Kohonen.

Les cartes auto-organisantes, dont l'�etude fait l'objet du chapitre 4, peuvent en

e�et être vues comme une quanti�cation vectorielle, dans l'espace des donn�ees,

par les poids d'un ensemble de neurones, sous contrainte d'un voisinage pr�e�etabli

dans l'espace physique des neurones. La mise en relation de l'espace des donn�ees

et de l'espace physique des neurones (de dimension plus petite, g�en�eralement une

grille �a une ou deux dimensions) est une sorte de projection non-lin�eaire des don-

n�ees. Malheureusement, on dispose de peu de r�esultats sur la convergence de cet

algorithme quand l'espace de d�epart est multi-dimensionnel. Ce fait est d'autant

plus regrettable que l'algorithme est assez sensible �a certains de ses param�etres,

et qu'il est di�cile de s'apercevoir, en grande dimension, d'un d�efaut d'organisa-
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tion. C'est pour cette raison que nous avions d�evelopp�e des m�ethodes d'analyse

de la qualit�e du respect de topologie entre les espaces d'entr�ee et de sortie. Parmi

ces m�ethodes, la plus riche en information est la repr�esentation dy� dx (x 4.5.3),

qui est un diagramme de dispersion entre les distances dans l'espace de sortie et

celles dans l'espace d'entr�ee.

Le principal probl�eme des cartes de Kohonen est que leur forme et leur dimen-

sion sont �g�ees; ces param�etres doivent être �x�es a priori. Lorsque la dimension

et la forme de la grille ne conviennent pas au probl�eme trait�e, on obtient des

d�efauts de repr�esentation importants sur le plan topologique. Si notre mesure

dy � dx permet de mettre ces d�efauts en �evidence, elle n'indique pas comment

choisir forme et dimension de fa�con plus ad�equate. En fait, l'id�eal serait d'ob-

tenir la même fonctionnalit�e que le r�eseau de Kohonen, mais en se lib�erant de

la contrainte d'une grille pr�ed�e�nie en sortie. C'est la raison pour laquelle un

certain nombre d'algorithmes d'\auto-organisation" qui abandonnent cette no-

tion de grille ont vu le jour, comme par exemple le \Neural Gas" (chapitre 5),

qui est en r�ealit�e surtout une m�ethode de quanti�cation vectorielle, l'information

topologique �etant donn�ee par un graphe de connectivit�e locale.

Le probl�eme de ces algorithmes qui abandonnent la structure r�eguli�ere de sortie

du r�eseau de Kohonen est de perdre la possibilit�e de repr�esentation qu'o�re cette

structure. En e�et, l'aspect synth�etique de la projection de donn�ees sur une carte

de Kohonen, qui permet de voir du premier coup d'�il des ressemblances entre

certaines donn�ees, des proximit�es, des classes, n'est absolument pas accessible

dans un graphe de proximit�e, beaucoup plus di�cile �a analyser.

Dans le chapitre 6, nous pr�esentons un algorithme d'auto-organisation ori-

ginal, que nous appelons \Vector Quantization and Projection" (VQP), et qui

s'inspire des cartes de Kohonen. Les deux fonctions de ces derni�eres, quanti�ca-

tion vectorielle et projection non-lin�eaire, sont aussi r�ealis�ees ici, mais en �etant

clairement s�epar�ees et trait�ees par deux couches di��erentes de vecteurs-poids. Le

plus important est qu'il n'y a plus de contrainte de forme (grille) sur la sortie, qui

est ici un espace continu o�u les vecteurs-poids de la couche de projection viennent

se positionner pour copier aussi bien que possible la topologie des vecteurs-poids

trouv�es en entr�ee par quanti�cation vectorielle. Seule la dimension de sortie est

�x�ee (par exemple sur la base des r�esultats trouv�es par analyse de la dimension

fractale des donn�ees, voir x 2.5.2). La repr�esentation dans l'espace de sortie se

fait par minimisation d'un crit�ere quadratique de distorsion bas�e sur les distances

entre points dans les deux espaces. Grâce �a ces propri�et�es, l'algorithme peut trai-

ter les mêmes probl�emes que les cartes de Kohonen, mais d'une fa�con beaucoup

plus pr�ecise. Surtout, VQP permet de repr�esenter des structures de donn�ees beau-

coup plus complexes, l�a o�u le r�eseau de Kohonen ne fonctionne pas correctement :

quand le support des donn�ees n'a pas la même forme carr�ee ou rectangulaire que
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la grille support des neurones.

VQP met en relation deux espaces (c'est un morphisme), celui des donn�ees

et celui de repr�esentation (ou espace param�etrique), �a l'aide de quelques �echan-

tillons. Le chapitre 7 montre comment on transforme cette relation discr�ete en

relation continue, c'est-�a-dire valable pour tout point de la distribution, et de

fa�con bijective (de l'entr�ee vers la sortie, mais �egalement en sens inverse, de la

sortie vers l'entr�ee). Contrairement aux m�ethodes habituelles, g�en�eralement ca-

pables d'interpolation seulement, notre algorithme fonctionne en extrapolation

aussi bien qu'en interpolation. De plus, les pr�ecisions obtenues sont en g�en�eral

excellentes.

Au chapitre 8, nous pr�esentons d'autres algorithmes statistiques de repr�e-

sentation de donn�ees par d�epliage ou minimisation d'un crit�ere de distorsion, le

\Multidimensional Scaling" (MDS) et le \Nonlinear Mapping" (NLM), qui ont

vu le jour dans les ann�ees soixante d�ej�a. Ces algorithmes sont compar�es avec

VQP, sur le plan de la fonction et de l'e�cacit�e. Fonctionnellement, malgr�e la

grande similarit�e qui existe dans la forme des crit�eres de distorsion minimis�es

par le NLM et par VQP, notre m�ethode permet de repr�esenter des structures

beaucoup plus fortement pli�ees que le NLM. La raison de ce fait provient de la

fa�con dont on stipule que le respect de la topologie peut n'être que local dans le

cas de structures pli�ees. Alors que cette localit�e s'exprime dans l'espace d'entr�ee

avec le NLM, nous l'exprimons dans l'espace de sortie avec VQP (par analogie

avec les cartes de Kohonen). Cette sorte de r�ecursivit�e dans la solution permet

de couper les structures ferm�ees ou simplement fortement pli�ees. Sur le plan de

l'e�cacit�e, notre m�ethode de minimisation du crit�ere de distorsion se distingue de

la m�ethode du gradient utilis�ee dans le NLM par le fait qu'elle est beaucoup plus

l�eg�ere (chaque it�eration est d'ordre O(N) au lieu de O(N

2

), aussi bien en occupa-

tion m�emoire qu'en complexit�e de calcul). D'autre part, l'�evolution du crit�ere de

distorsion n'est pas strictement d�ecroissante avec VQP, ce qui permet d'�echapper

�a des minima locaux du crit�ere.

Dans le même chapitre, nous proposons un d�ecoupage de la r�egle d'adapta-

tion de Kohonen qui r�ev�ele le lien entre les cartes auto-organisantes et le MDS

(projection non lin�eaire) d'une part, et avec la quanti�cation vectorielle d'autre

part.

Finalement, nous proposons une m�ethodologie d'analyse de donn�ees qui s'ap-

puie sur les divers points analys�es dans ce m�emoire : recherche de dimension

intrins�eque, application de VQP, examen de la qualit�e de repr�esentation, projec-

tion et projection inverse de la distribution avec VQP pour d�eterminer si l'on

a trop (ou pas assez) \liss�e les virages" de la structure des donn�ees. Cette pro-

c�edure doit être appliqu�ee plusieurs fois pour adapter les di��erents param�etres

(dimension de sortie, nombre de neurones, degr�e de lissage). Nous formons l'hy-
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poth�ese que la solution du probl�eme de recherche de structure doit être r�ecursive

d'une certaine mani�ere, puisque la dimension que l'on trouve par analyse fractale

d�epend de l'�echelle d'observation, donc du nombre de neurones utilis�es, et que ce

dernier d�epend �a son tour de la dimension de l'espace de sortie.

Le dernier chapitre est consacr�e �a la pr�esentation d'un petit nombre d'exemples

d'applications tr�es diverses, qui illustrent la g�en�eralit�e du propos et l'�etendue du

champ d'application de l'algorithme VQP.
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Chapitre 1

La recherche de structure

La recherche de structure dans une distribution multi-vari�ee est la plus r�epandue

des formes d'analyse de donn�ees. De la m�edecine �a la sociologie, de la recon-

naissance des formes au contrôle de proc�ed�e industriel en passant par l'analyse

g�eopolitique, cette op�eration qui vise �a simpli�er une masse de donn�ees complexes

et redondantes, car li�ees entre elles, est une des d�emarches fondamentales pour

analyser un ph�enom�ene.

La Nature, qui a tout invent�e des millions d'ann�ees avant nous (n�ecessit�e

oblige), n'est pas en reste dans ce domaine. La recherche de structure dans les

stimuli que re�coit tout être dot�e d'un syst�eme nerveux me semble la base et même

la raison d'être du traitement neuronal : c'est par cette recherche que l'animal

per�coit sa propre structure ainsi que celle de son environnement. En cherchant

des corr�elations, des r�egularit�es, des similitudes (pour faire des classes), des co-

occurrences, des liens entre les centaines de millions de variables qu'il traite en

continu, cet être organise son formidable volume de mesures en des repr�esentations

synth�etiques et simpli��ees, nouveaux espaces dans lesquels les informations sont

plus sûres, plus r�esistantes aux bruits et aux pannes de capteurs (c'est l'une des

d�ecouvertes de la fameuse fusion de donn�ees). A partir de ces repr�esentations

simpli��ees, les d�ecisions sont aussi beaucoup plus faciles �a prendre.

Il ne faut donc pas s'�etonner de la magni�que organisation des cartes senso-

rielles (ou \topiques") qu'on rencontre abondamment chez les vert�ebr�es sup�erieurs

par exemple. Ces cartes participent justement �a cette simpli�cation de donn�ees.

Leur omnipr�esence, tant au niveau des modalit�es sensorielles et motrices o�u on les

observe qu'�a celui de la vari�et�e des esp�eces qui les utilisent dans des contextes fort

di��erents, semble sugg�erer qu'elles constituent des m�ethodes tr�es e�caces

1

pour

1

Je n'utiliserai pas ici le terme \optimal" si cher �a certains ing�enieurs mais dont je me

m�e�e. Je me rappelle une personne qui s'�etonnait de l'apparente complexit�e de l'oscillateur

neuronal produisant le battement des ailes chez le criquet, alors qu'il su�t de deux transistors
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traiter les donn�ees, et que les m�ecanismes qui les produisent sont relativement

�economiques.

En cherchant �a comprendre la formation de ces cartes topiques, Von der Mals-

burg [118] a propos�e son mod�ele d'auto-organisation, fond�e sur l'observation de

la r�etinotopie. Par la suite, la simpli�cation du mod�ele par Kohonen [66] pour

aboutir aux cartes auto-organisantes a fourni un algorithme d'analyse de donn�ees

tr�es compact, o�u l'essence même de l'auto-organisation �etait produite. Cet algo-

rithme, qui fait l'objet du chapitre 4, a depuis lors �et�e utilis�e par les ing�enieurs

dans nombre d'applications techniques et commerciales, comme la reconnaissance

statistique des formes et de la parole, le contrôle de bras de robots, le contrôle de

proc�ed�e industriel, la synth�ese automatique de syst�emes digitaux, des syst�emes

adaptatifs en t�el�ecommunications, la compression d'image, la classi�cation radar

et des probl�emes d'optimisation. On a donc eu ici la naissance d'une nouvelle

technique d'analyse de donn�ees inspir�ee de la biologie

2

.

Nous avons dit que les m�ethodes descriptives de l'analyse de donn�ees permet-

tent une r�eduction du volume des �echantillons sans perdre (trop) d'information.

Il existe deux fa�cons d'e�ectuer cette r�eduction, correspondant �a la r�eduction des

lignes et respectivement des colonnes de la matrice des observations (par exemple,

nous choisirons la repr�esentation par vecteurs-lignes : un �echantillon par ligne).

On peut r�eduire le nombre d'�echantillons, par exemple par quanti�cation vecto-

rielle des lignes de la matrice. On peut aussi r�eduire le nombre de composantes

de chaque �echantillon, c'est-�a-dire la dimension de l'espace d'observation (les co-

lonnes de la matrice). Les r�eseaux auto-organis�es, d'une fa�con g�en�erale, mettent

en �uvre les deux m�ethodes simultan�ement !

1.1 Un exemple

Pour �xer les id�ees, imaginons que nous voulons r�ealiser un syst�eme de localisation

(par exemple, un \Global Positioning System" | GPS, ou encore un digitaliseur).

Pour cela, on dispose de n unit�es �xes r

i

qui servent de r�ef�erentiel.On veut trouver

pour faire un oscillateur. Il serait premi�erement pr�esomptueux de croire qu'une structure n'est

responsable que de la fonction �a laquelle nous avons song�e. Ensuite, la S�election Naturelle ne

s'occupe que peu de l'individu, son action se portant plutôt sur les esp�eces. J'entends par l�a

qu'une structure optimale pour l'individu | au sens de l'ing�enieur, c'est-�a-dire minimale en

composants | n'aura pas toute la potentialit�e d'�evolution souhaitable. Le moindre changement

dans l'environnement fera alors s'�eteindre l'esp�ece concern�ee, pi�eg�ee dans \son minimum local

de complexit�e".

2

Cet exemple de d�emarche connexionniste est particuli�erement r�eussi. On a vu l�a (et on

voit encore) une v�eritable synergie entre les mod�elisateurs, anim�es par un souci acad�emique de

compr�ehension du monde vivant, et les ing�enieurs qui veulent s'inspirer des techniques �elabor�ees

par l'Evolution pour r�esoudre des probl�emes sur lesquels ils butent eux-mêmes.
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Figure 1.1: Un exemple simple pour g�en�erer une distribution redondante d'un nombre ar-

bitraire de dimensions : chaque �echantillon � est la collection des distances mesur�ees entre n

unit�es �xes r

i

de r�ef�erence et un point mobile s.

la position d'un point mobile s, uniquement �a partir des distances entre s et les

r

i

. Techniquement, la mesure de distance peut être r�ealis�ee de di��erentes fa�cons.

Par exemple, dans le cas d'un digitaliseur, ceci peut être fait avec un �l tendu

entre s et r

i

qui s'enroule sur un codeur incr�emental. On peut aussi mesurer le

temps de propagation d'un signal sonore �emis au point s et re�cu par les r

i

qui

sont alors des microphones. Dans le cas du GPS, c'est l'inverse : ce sont les n

satellites qui envoient des signaux, et c'est le point s qui les re�coit et en d�eduit

les distances. Quelle que soit la technique utilis�ee, il s'agit d'un probl�eme de

triangulation, et l'ing�enieur sait qu'il faut n = p+1 unit�es �xes si le point s peut

se mouvoir selon p directions (dans l'espace IR

p

). Classiquement, on suppose les

r

i

connus et on se lance dans de laborieux calculs pour trouver la position de s

�a partir des distances. Nous allons corser la di�cult�e en supposant inconnues les

positions des unit�es �xes qui servent de r�ef�erentiel. De plus, pour des raisons de

robustesse et de tol�erance �a la faible qualit�e des capteurs que nous choisirons, on

d�ecide de mettre un nombre redondant (arbitrairement grand) n > p+1 d'unit�es

�xes (�gure 1.1).

Avec les n distances mesur�ees �a un instant donn�e, on fabrique un vecteur �

(�a n composantes). L'espace qui contient les � est donc IR

n

. Cependant, on voit

bien dans cet exemple que les n distances ne sont pas ind�ependantes entre elles

et l'espace qu'occupent e�ectivement les points � n'est qu'une petite partie de

l'espace IR

n

. En r�ealit�e, le nombre de degr�es de libert�e du probl�eme correspond

�a la dimension p de l'espace euclidien o�u se meut le point s dont on cherche la

position. Dans le cas du GPS ou d'un digitaliseur 3D, cette dimension est 3, alors

que pour une tablette �a digitaliser, c'est seulement 2.



22 CHAPITRE 1. LA RECHERCHE DE STRUCTURE

a b c

Figure 1.2: Vues selon des angles di��erents de la distribution \localisation" (20 dimensions,

2 degr�es de libert�e), �a l'aide du \viewer" (voir section 2.3).

D'autre part, on peut facilement v�eri�er que la nature des d�ependances entre

les di��erentes composantes de � est fortement non lin�eaire. En e�et, deux compo-

santes �

i

et �

j

(correspondant aux distances mesur�ees entre s et r

i

, respectivement

r

j

) sont li�ees par les �equations du triangle hs; r

i

; r

j

i :

a

2

= �

2

i

+ �

2

j

� 2�

i

�

j

cos� (1:1)

O�u a est la distance qui s�epare r

i

de r

j

, correspondant �a l'angle � depuis s.

On tire de ces di��erentes observations que la structure des donn�ees dans IR

n

est en fait une vari�et�e �a seulement p dimensions intrins�eques, mais pli�ee dans IR

n

.

On remarque donc qu'une recherche d'une projection lin�eaire est vou�ee �a l'�echec,

ce qui montre l'insu�sance des m�ethodes du type ACP (Analyse en Composantes

Principales), que nous rappellerons �a la section 2.4.

Comment donc retrouver la structure des donn�ees ? Le probl�eme est d'autant

plus d�elicat quand de surcrô�t on ne connâ�t rien de la vari�et�e | ni sa forme, ni

sa dimension intrins�eque | ce qui est souvent le cas dans les applications r�eelles.

Examinons un cas particulier : l'espace libre de s est un plan (IR

2

), et l'on

place n = 20 unit�es �xes de r�ef�erence �a des positions al�eatoires dans le plan.

Chaque vecteur � est compos�e de 20 distances. Pourtant, la distribution des �

dans IR

20

n'a que p = 2 degr�es de libert�e. Il s'agit donc d'une surface, courbe,

dans l'espace �a 20 dimensions. La �gure 1.2 montre quelques vues sous di��erents

angles de cette distribution �a 20 dimensions.

L'objectif est donc de d�eplier cette surface pour la repr�esenter sur un plan.

Nous verrons que les r�eseaux auto-organis�es o�rent une solution pour e�ectuer

un tel d�epliement, apr�es quanti�cation vectorielle de la distribution des �.



Chapitre 2

Distributions en grandes

dimensions

2.1 Norme de vecteurs al�eatoires

Les distributions form�ees de variables ind�ependantes ne sont pas tr�es int�eres-

santes (c'est la redondance qui permet de d�egager des formes et des propri�et�es

dans les donn�ees [57], et �a ce titre la redondance produit de la connaissance [4]).

Cependant, il est instructif d'examiner quelques propri�et�es particuli�eres des vec-

teurs dont les composantes sont al�eatoires. Notamment, �a la suite d'exp�eriences

sur le r�eseau de Kohonen qui donnait des r�esultats curieux en grandes dimensions

(voir chapitre 4.5), j'avais conjectur�e (par intuition et surtout grâce �a la fonction

Fit[ ] de Mathematica

TM

: : : ) que la norme de tels vecteurs poss�edait les pro-

pri�et�es statistiques suivantes, assez surprenantes : si l'esp�erance math�ematique

de la norme augmente comme pr�evu en

p

n (avec n le nombre des composantes

ind�ependantes), la variance reste �a peu pr�es constante, en tout cas quand n de-

vient su�samment grand pour pouvoir appliquer le th�eor�eme central-limite. Plus

pr�ecis�ement :

Th�eor�eme 2.1 Soit x un vecteur en n dimensions [x

1

; : : : ; x

n

]

T

dont les compo-

santes sont al�eatoires, ind�ependantes et de loi identique

1

. On a :

�

kxk

=

E

(kxk) =

p

an� b+O(1=n)

�

2

kxk

= Var(kxk) = b+O(1=

p

n); (2.1)

o�u a et b sont des param�etres d�ependant uniquement des moments centr�es d'ordre

1, 2, 3 et 4 des x

i

:

a = �

2

+ �

2

1

Et poss�edant un moment d'ordre 8 �ni : �

0

8

=

E

(x

8

k

) 6=1.

23
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b =

4�

2

�

2

� �

4

+ 4��

3

+ �

4

4(�

2

+ �

2

)

(2.2)

o�u �

r

est le moment centr�e d'ordre r : �

r

=

E

[(x

k

��)

r

], � est la moyenne

E

(x

k

)

et �

2

la variance Var(x

k

).

La transformation de la conjecture en th�eor�eme est faite par la d�emonstration

suivante, due �a Jean-Claude Fort :

D�emonstration

Moyenne des x

k

: � =

E

(x

k

). Variance : �

2

= V ar(x

k

).

Moments d'ordre r : �

0

r

=

E

(x

r

k

). Moments centr�es : �

r

=

E

[(x

k

� �)

r

].

Soit U

k

=

x

2

k

�

0

2

.

E

(U

k

) =

E

(x

2

k

)

�

0

2

= 1 et

E

[(U

k

� 1)

2

] = V ar(U

k

) =

E

(U

2

k

)�

E

(U

k

)

2

=

�

0

4

� �

0

2

2

�

0

2

2

(2:3)

Z =

v

u

u

t

n

X

k=1

x

2

k

=

q

�

0

2

v

u

u

t

n

X

k=1

x

2

k

�

0

2

=

q

n�

0

2

v

u

u

t

n

X

k=1

U

k

n

(2.4)

=

q

n�

0

2

v

u

u

t

1 +

n

X

k=1

U

k

� 1

n

(2.5)

Rappel : 8u 2 [�1; +1[ ;

�

�

�

p

1 + u� (1 +

u

2

�

u

2

8

)

�

�

�
� C juj

3

Donc :

�

�

�

�

�

�

Z �

q

n�

0

2

2

4

1 +

n

X

k=1

U

k

� 1

2n

�

1

8

 

n

X

k=1

U

k

� 1

n

!

2

3

5

�

�

�

�

�

�

�

q

n�

0

2

C

�

�

�

�

�

n

X

k=1

U

k

� 1

n

�

�

�

�

�

3

(2:6)

C'est-�a-dire :

LT � RT

 

LT : Terme de gauche

RT : Terme de droite

!

Terme de gauche

Comme j

E

(A)�

E

(B)j �

E

(jA�Bj), on a :

�

�

�

�

�

�

E

(Z)�

E

0

@

q

n�

0

2

2

4

1 +

n

X

k=1

U

k

� 1

2n

�

1

8

 

n

X

k=1

U

k

� 1

n

!

2

3

5

1

A

�

�

�

�

�

�

�

E

(LT) �

E

(RT) (2:7)
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et comme, d'autre part (sous l'hypoth�ese que les U

k

sont ind�ependants) :

E

2

4

 

n

X

k=1

U

k

� 1

n

!

2

3

5

=

1

n

2

n

X

k=1

E

h

(U

k

� 1)

2

i

(2:8)

et

E

 

n

X

k=1

U

k

� 1

n

!

= 0 car

E

(U

k

) = 1; (2:9)

on obtient :

�

�

�

�

E

(Z)�

q

n�

0

2

�

1 + 0�

1

8n

Var(U

k

)

�
�

�

�

�

�

E

(LT)

�

�

�

�

�

�

E

(Z)�

0

@

q

n�

0

2

�

q

n�

0

2

2n�

0

2

�

0

4

� �

0

2

2

4�

0

2

1

A

�

�

�

�

�

�

�

E

(LT): (2.10)

Rappel :

p

u�

�

p

u

2u

=

p

u� � +O(1=u)

3=2

.

Donc :

�

�

�

�

�

E

(Z)�

s

n�

0

2

�

�

0

4

� �

0

2

2

4�

0

2

�

�

�

�

�

�

E

(LT) + O(1=n)

3=2

�

E

(RT) + O(1=n)

3=2

: (2.11)

Terme de droite

On peut montrer que R

n

=

P

n

k=1

U

k

�1

p

n

converge en loi vers une normale et que si U

k

poss�ede un moment d'ordre 4 (donc si les x

k

poss�edent un moment d'ordre 8), alors

E

�

jR

n

j

3

�

reste born�ee.

Donc :

E

(RT) =

E

0

@

q

n�

0

2

C

�

�

�

�

�

n

X

k=1

U

k

� 1

n

�

�

�

�

�

3

1

A

= C

q

�

0

2

E

0

@

p

n

(

p

n)

3

�

�

�

�

�

n

X

k=1

U

k

� 1

p

n

�

�

�

�

�

3

1

A

�

K

n

: (2.12)

Ce qui m�ene �nalement �a :

�

�

�

�

�

E

(Z)�

s

n�

0

2

�

�

0

4

� �

0

2

2

4�

0

2

�

�

�

�

�

�

K

n

+O(1=n)

3=2

: (2:13)
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Et donc :

E

(Z) =

s

n�

0

2

�

�

0

4

� �

0

2

2

4�

0

2

+ O(1=n): (2:14)

D'autre part, Var(Z) =

E

(Z

2

) � [

E

(Z)]

2

et

E

(Z

2

) = n�

0

2

. On retrouve donc bien la

forme de (2.1) :

E

(kxk) =

p

an � b+O(1=n)

Var(kxk) = b+O(1=

p

n): (2.15)

En�n, par application des formules de changement entre moments et moments centr�es :

�

0

r

=

r

X

j=0

 

r

j

!

�

r�j

�

j

avec

�

0

= 1

�

1

= 0

�

2

= �

2

(2:16)

on retrouve pour les param�etres a et b indiqu�es en (2.2) :

a = �

0

2

= �

2

+ �

2

b =

�

0

4

� �

0

2

2

4�

0

2

=

4�

2

�

2

� �

4

+ 4��

3

+ �

4

4(�

2

+ �

2

)

: (2.17)

CQFD

La signi�cation de ce r�esultat est que, �a partir d'un certain nombre de compo-

santes ind�ependantes, les vecteurs x semblent normalis�es. En e�et, quel que soit

le type de distribution des composantes x

k

, l'�ecart-type �

kxk

de la norme tend

vers une constante lorsqu'on augmente la dimension n, tandis que la moyenne

�

kxk

crô�t en

p

n. Plus pr�ecis�ement, �a cause de l'in�egalit�e de Chebychev :

P (

�

�

�kxk � �

kxk

�

�

� � ") �

�

2

kxk

"

2

(2:18)

la probabilit�e que la norme kxk tombe en dehors d'un intervalle de taille �x�ee

autour de �

kxk

devient approximativement constante quand n augmente. Comme

�

kxk

lui-même continue �a augmenter, l'erreur relative commise en prenant �

kxk

au lieu de kxk devient n�egligeable. Ainsi, en grandes dimensions, des vecteurs

al�eatoires (dont les composantes suivent une loi donn�ee) semblent tous r�epartis �a

la surface d'une sph�ere de rayon �

kxk

.

Les implications de ce ph�enom�ene sont multiples. Pour un n �x�e, outre la

norme elle-même des vecteurs qui semble invariable d'un tirage �a l'autre, la dis-

tance euclidienne entre deux vecteurs semble elle aussi invariable (quel que soit

le couple de vecteurs choisi). En e�et, la distance euclidienne est la norme de la
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di��erence entre les deux vecteurs al�eatoires, di��erence qui est aussi un vecteur

al�eatoire; donc cette distance suit les r�egles (2.1) (on peut grossi�erement imaginer

la chose en disant que l'espace se restreint aux sommets d'un \hyper-t�etra�edre",

o�u toutes les distances point-�a-point sont identiques). On s'explique ainsi les pro-

bl�emes rencontr�es avec certaines mesures d'organisation du r�eseau de Kohonen

(x 4.5) en grandes dimensions. Le comportement des algorithmes eux-mêmes (Ko-

honen, voir chapitre 4, ou \Multi Dimensional Scaling", voir x 8.1) travaillant sur

des espaces en grandes dimensions en est �egalement �eclair�e.

Il ne faut toutefois pas perdre de vue que c'est le nombre de degr�es de libert�e

des vecteurs x qui est d�eterminant. En e�et, comme on l'a dit plus haut, les

distributions \int�eressantes" sont g�en�eralement structur�ees. Le nombre de degr�es

de libert�e p peut alors être beaucoup plus petit que la dimension n, et l'hypoth�ese

d'ind�ependance entre les x

k

n'est plus v�eri��ee. Si le nombre de degr�es de libert�e

est malgr�e tout su�samment grand, le r�esultat reste applicable (en changeant n

par p dans les �equations).

2.2 Espace vide

Un autre ph�enom�ene, plus connu, est celui dit de l'\espace vide" : plus la dimen-

sion d'un espace est grande, plus celui-ci semble vide. Consid�erons par exemple

une hyper-sph�ere en n dimensions. En fonction du rayon r, son volume V

n

(r)

vaut :

V

n

(r) =

�

n=2

r

n

�(1 + n=2)

(2:19)

Le fait que n soit en exposant fait vite prendre des valeurs �elev�ees �a cette fonction.

Par exemple, si l'on cherche �a quanti�er un espace sph�erique avec un pas de

quanti�cation maximum de r=10, le nombre N de points augmente comme suit

en fonction de la dimension n :

n 1 2 3 4 5 6

N 20 314 4 188 49 348 562 379 > 5 10

6

Non seulement le nombre de points n�ecessaires devient exorbitant, mais encore

faut-il avoir une base de donn�ees su�samment fournie en nombre d'�echantillons !

Comme en g�en�eral ce nombre est relativement limit�e, l'espace semble quasiment

vide si la dimension intrins�eque de la distribution est grande.

Un probl�eme, li�e �a ce qui pr�ec�ede, concerne la s�electivit�e d'un noyau gaussien

dans les r�eseaux de type \Radial Basis Function" (RBF), abondamment employ�es
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dans l'approximation de fonction, par exemple [100], ou dans l'estimation de

densit�e de probabilit�e [7]. Dans un tel r�eseau, chaque unit�e i se sp�ecialise dans une

r�egion de l'espace centr�ee sur un point x

i

qu'on appelle le centro��de de l'unit�e. La

fonction d'activation de l'unit�e autour de son centro��de est une fonction noyau

K

i

(r), ou fonction radiale de base, dont l'argument est la distance euclidienne

entre le vecteur pr�esent�e � et le centro��de : r = k� � x

i

k. Les noyaux gaussiens

sont un cas particulier fr�equemment utilis�e :

K

i

(r) = exp

 

�

r

2

2�

2

i

!

(2:20)

L'id�ee est de paver la distribution avec ces noyaux. Lorsqu'on pr�esente un

nouveau vecteur, l'activit�e de toutes les unit�es est prise en compte dans un calcul

de barycentre pour calculer l'approximation de la fonction par interpolation entre

les points appris. Par exemple, la reconstruction y d'une fonction scalaire apprise

�a l'aide d'�echantillons de couples (�

i

; y

i

) peut s'�ecrire :

y = f(�) =

X

i

a

i

K

i

(k� � x

i

k) (2:21)

avec les param�etres a

i

et �

i

adapt�es pendant l'apprentissage pour obtenir une

erreur de reconstruction la plus faible possible.

Cette fois, c'est la surface de notre hyper-sph�ere qui est en cause :

S

n

(r) =

2�

n=2

r

n�1

�(n=2)

(2:22)

En e�et, observons le comportement de ce que nous appellerons le rayon d'activit�e

du noyau, c'est-�a-dire le rayon de la sph�ere qui contient la portion de distribution

responsable d'un certain pourcentage (prenons arbitrairement 95%) de l'activit�e

totale. En normalisant l'activit�e totale du noyau �a 1, et dans le cas d'une distri-

bution uniforme autour du centro��de, on obtient :

r

0:95

= r j A

r

= 0:95

= r

�

�

�

�

�

R

r

0

S

n

(u)K(u; �)du

R

1

0

S

n

(u)K(u; �)du

= 0:95 (2.23)

Le tableau suivant donne le rayon d'activit�e r

0:95

d'un noyau gaussien dans un

espace uniforme �a n dimensions en fonction de n :

n 1 2 3 4 5 6

r

0:95

1:96� 2:45� 2:80� 3:08� 3:33� 3:54�
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Figure 2.1: Noyau gaussien (ligne �ne) et r�epartition de son activit�e (en gras) autour d'un

point, en fonction de la distance radiale. Selon qu'on est (a) en faible dimension ou (b) en

grande dimension (10 ici), la partie du noyau utilis�ee n'est pas la même. Dans le second cas,

l'essentiel de l'activit�e du noyau est dû �a la queue de la gaussienne, ce qui donne une mauvaise

repr�esentation de l'espace.

La contribution du noyau dans le calcul de barycentre est donc due �a une por-

tion d'espace d'autant plus �etal�ee que la dimension est grande. Examinons main-

tenant comment cette activit�e A

r

se r�epartit dans cette portion, soit la quantit�e :

dA

r

dr

=

S

n

(r)K(r; �)

R

1

0

S

n

(u)K(u; �)du

(2:24)

La �gure 2.1 montre cette r�epartition en petite ou grande dimension. En (a), qui

correspond au cas monodimensionnel (n = 1), on voit que l'essentiel de l'activit�e

est dû, comme pr�evu, �a la portion tombant \dans" le noyau. Par contre, en 10

dimensions (b), l'essentiel de l'activit�e est dû �a des points tombant sur la queue

du noyau. Par cons�equent, en grande dimension, on voit beaucoup de points qui

activent faiblement le noyau, et peu qui l'activent normalement. Le noyau n'est

pas tr�es repr�esentatif de la zone qu'il est cens�e repr�esenter.

En outre dans les grandes dimensions, en raison des relations (2.1), la distance

entre un point de la distribution et les centro��des semble toujours �a peu pr�es

constante, quel que soit ce point s'il est al�eatoire. Tous les noyaux fournissent

alors �a peu pr�es la même activit�e. Une faible partie de la fonction noyau est donc

utilis�ee, et c'est la même pour tous les centro��des (�gure 2.1b).

Tout ceci montre �a quel point il faut se m�e�er de la g�en�eralisation hâtive �a

n dimensions d'un r�esultat bien connu dans les petites dimensions. Cependant,

encore une fois, la dimension �a prendre en compte dans un probl�eme n'est pas

forc�ement aussi grande qu'il n'y parâ�t, et la plupart des applications r�eelles

o�rent des distributions fortement structur�ees, avec des degr�es de libert�e en bien

plus petit nombre que celui des variables observ�ees. Dans tous les cas, c'est ce

nombre de degr�es de libert�e qui doit être consid�er�e. Par exemple, une proposition

a �et�e �emise a�n de contrecarrer l'e�et de la dimension n sur le comportement

du noyau : c'est d'adopter des noyaux hyper-gaussiens de la forme K(r; �) =
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exp(�r

2n

=2�

2n

) au lieu de noyaux simplement gaussiens [7]. Cette id�ee n'est pas

bonne si elle est appliqu�ee machinalement, en a�ectant simplement �a n le nombre

de composantes des vecteurs. Il vaut beaucoup mieux chercher d'abord �a connâ�tre

la dimension intrins�eque p de la distribution (on discutera ce sujet �a la section 2.5)

et utiliser cette valeur p au lieu de n. En e�et, imaginons une distribution contenue

dans un hyperplan dans un espace �a 1000 dimensions. Par une simple rotation, on

peut remplacer les points de la distribution par des vecteurs dont seules les deux

premi�eres composantes ne sont pas nulles. On a beau avoir des vecteurs �a 1000

dimensions, toutes les caract�eristiques statistiques de l'espace seront celles d'une

distribution en deux dimensions, donc o�u le ph�enom�ene d'espace vide n'existe

pas.

2.3 Visualisation par rotation dynamique

Pour �etudier une distribution en grande dimension, nous avons remarqu�e qu'une

simple projection en trois dimensions, mais dynamique, c'est-�a-dire selon une

rotation qui change continûment au cours du temps, donne d�ej�a souvent une

bonne id�ee de la structure des donn�ees.

Pour former une telle repr�esentation, il faut tout d'abord d�e�nir la rotation

dans un espace �a n dimensions. Pour cela, on d�e�nit un nouveau rep�ere par

une matrice Q que l'on construit ligne par ligne. On choisira ces lignes (axes)

orthonorm�ees et orient�ees positivement, a�n que la pr�emultiplication par Q soit

une rotation. Pour d�e�nir le vecteur-directeur du premier axe (appelons-le u

1

),

on a besoin de n � 1 angles (n cosinus-directeurs, l'un d'eux �etant calcul�e par

rapport aux autres de fa�con que la norme soit unitaire). Tous les axes calcul�es

par la suite seront orthogonaux �a celui-l�a, donc on reprend le probl�eme dans le

sous-espace �a n � 1 dimensions, orthogonal au premier axe. On choisit alors un

deuxi�eme axe �a l'aide de n� 2 angles. Et ainsi de suite pour d�e�nir tous les axes

du nouveau rep�ere. On a donc besoin de n(n � 1)=2 angles au total. A chaque

�etape, il ne su�t cependant pas de choisir la direction de l'axe qu'on veut �xer.

Il faut encore trouver une transformation de tout l'espace qui soit compatible

avec cette direction. Par exemple pour le premier axe, il faut obtenir, outre la

direction u

1

de ce dernier, un syst�eme d'axes orthogonaux �a u

1

, dans lequel on

pourra exprimer la direction choisie pour le deuxi�eme axe. De plus, comme on

veut faire varier les angles dans le temps pour avoir une rotation dynamique, il

faut que les composantes de la matrice soient des fonctions continues de ces angles

(il ne doit pas y avoir de sauts).

Toutes ces conditions sont rencontr�ees si l'on construit Q �a l'aide de matrices
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de Givens [48]. La pr�emultiplication par une matrice de Givens :

G

ij

(�) =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

1

i j

.

.

.

1

cos� sin� i

� sin� cos� j

1

.

.

.

1

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

(2.25)

est une rotation �el�ementaire d'un angle � de l'axe i vers l'axe j, les autres axes

restant inchang�es (en e�et, sauf pour les lignes i et j, G

ij

(�) est la matrice

identit�e).

Pour trouver la matrice A d�e�nissant le premier axe (et l'espace qui y est or-

thogonal), on pr�emultiplieG

12

(�

12

) (rotation de l'axe 1 vers l'axe 2) par G

13

(�

13

)

(rotation de l'axe 1 vers l'axe 3), puis par G

14

(�

14

), et ainsi de suite jusqu'�a

G

1n

(�

1n

). Le premier axe u

1

est la premi�ere ligne de A. Pour trouver le deuxi�eme

axe, on construit une matrice B de la même mani�ere mais qui, lorsqu'elle pr�e-

multiplie A, n'en modi�e pas la premi�ere ligne (la premi�ere ligne de B est donc

celle de la matrice identit�e). On obtient B par une matrice de Givens G

23

(�

23

),

qu'on pr�emultiplie successivement par G

24

(�

24

) jusqu'�a G

2n

(�

2n

). L'axe u

2

est la

deuxi�eme ligne de BA. On construit une troisi�eme matrice C de fa�con analogue,

et ainsi de suite jusqu'�a obtenir la matrice de rotation compl�ete :

Q = � � � DC BA

=

1

Y

i=n�1

i+1

Y

j=n

G

ij

(�

ij

) (2.26)

Remarquons que les matrices de Givens qui sont les facteurs de (2.26) sont

fortement lacunaires. A part les 4 �el�ements aux croisements des lignes et colonnes i

et j, ce sont des matrices identit�es. On peut exploiter ces dispositions particuli�eres

pour limiter le nombre de multiplications (de l'ordre O(

1

2

n

5

) dans (2.26)). D'autre

part, on ne s'int�eresse qu'aux 3 premi�eres composantes du r�esultat de la rotation,

puisque c'est un espace �a 3 dimensions qu'on va visualiser. Ainsi, seules les 3

premi�eres lignes sont int�eressantes �a calculer. Si l'on distingue dans les matrices

interm�ediaires A, B et C le bloc inf�erieur droit di��erent de l'identit�e, et dans ce
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bloc la premi�ere ligne du reste :

A =

2

6

6

6

4

A

1

A

R

3

7

7

7

5

; (2:27)

B =

2

6

6

6

6

6

6

4

1

B

1

B

R

3

7

7

7

7

7

7

5

; (2:28)

C =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

4

1

1

C

1

C

R

3

7

7

7

7

7

7

7

7

5

; (2:29)

on trouve pour les 3 premi�eres lignes de Q :

Q

3

=

2

6

4

A

1

B

1

A

R

(C

1

B

R

)A

R

3

7

5

: (2:30)

Faisons le calcul des composantes de chaque bloc dans A, B et C. Notons ce

bloc R, et sa dimension m �m (pour A, m = n, pour B, m = n � 1, et pour

C, m = n � 2). R

1

est donc une ligne de taille 1 � m, et R

R

une matrice de

taille m� 1 �m. Pour simpli�er, notons les angles �

i

au lieu de �

1;i+1

pour A,

�

2;i+2

pour B, et �

3;i+3

pour C. En�n, bien que dans chaque cas ni �

0

ni �

m

n'existent, on pose pour la simplicit�e d'�ecriture sin(�

m

) = 1 et cos(�

0

) = 1. On

obtient alors :

R

1

i

= sin(�

m+1�i

)

m�i

Y

k=1

cos(�

k

) (2:31)

R

R

i;j>i+1

= 0

R

R

i;i+1

= cos(�

m�i

)

R

R

i;j�i

= � sin(�

m�i

) sin(�

m+1�j

)

m�j

Y

k=m+1�i

cos(�

k

) (2.32)

(2.33)
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a b c

Figure 2.2: Vues selon di��erents angles des arêtes d'un hyper-cube en 4 dimensions.

Ainsi, le calcul de la projection peut être grandement simpli��e et l'on obtient

�nalement un nombre de multiplications en O(6n

2

) (O(2n) multiplications pour

chaque premi�ere ligne de bloc : A

1

, B

1

et C

1

, et O(

3

2

n

2

) pour les blocs A

R

et B

R

,

plus O(n

2

) pour chaque multiplication ligne-matrice). Au lieu de n(n�1) angles,

on n'en a besoin que de (n� 1) + (n� 2) + (n� 3) = 3n � 6.

Chaque angle �

ij

est en r�ealit�e une fonction du temps �

ij

(t) = _�

ij

t. A chaque

instant, on calcule une nouvelle matrice Q

3

de projection de n dimensions vers

3 en fonction des 3n � 6 angles �

ij

(t). On pr�emultiplie la distribution � par Q

3

,

ce qui nous donne un nuage en trois dimensions. Il ne reste plus qu'�a repr�esenter

ce nuage sur l'�ecran selon les techniques habituelles d'infographie (perspective

conique, a�chage des points selon la profondeur z d�ecroissante pour r�esoudre le

probl�eme des faces cach�ees |on utilise la m�ethode dite du \z-bu�er", o�u l'on

quanti�e la profondeur par un certain nombre de plans, puis o�u l'on trace les

points d'un plan apr�es l'autre|, taille et luminosit�e des points d�ependant de z).

L'usage de ces techniques, associ�e au fait que la rotation est continue sur l'�ecran,

permet une bonne visualisation de la structure des donn�ees.

Par exemple, la �gure 2.2 montre les arêtes d'un hyper-cube en 4 dimensions.

2.4 Analyse en composantes principales

2.4.1 M�ethode

L'analyse en composantes principales (ACP) est une des m�ethodes d'analyse de

donn�ees les plus connues. Elle est parfois r�ef�erenc�ee sous le nom de \transforma-

tion de Karhunen-Lo�eve". Elle consiste �a chercher un sous-espace de dimension

plus petite que l'espace de d�epart et �a y projeter la distribution �etudi�ee, en per-

dant un minimum d'information. Le r�esultat ainsi obtenu est une repr�esentation
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des donn�ees avec r�eduction de dimension.

Pour atteindre ce r�esultat, on cherche les axes autour desquels l'inertie du

nuage de points est la plus faible, c'est-�a-dire ceux le long desquels la variance est

maximale. Au pr�ealable, a�n de rendre le r�esultat ind�ependant des unit�es utilis�ees

pour chaque composante, un pr�etraitement indispensable consiste �a centrer et

r�eduire les variables.

On collecte les vecteurs �

i

issus du syst�eme dans une matrice brute �

0

N � n

(les lignes sont les N vecteurs �

i

, les colonnes sont les n composantes). Puis, on

construit une nouvelle matrice � dont les colonnes ont toutes la même variance

(1, par exemple) et une moyenne nulle :

�

ij

=

�

0

ij

�

E

(�

0

�j

)

q

Var(�

0

�j

)

: (2:34)

La recherche des axes qui maximisent la variance des points dans l'espace

projet�e peut se faire de di��erentes fa�cons. Le long d'un axe repr�esent�e par le

vecteur unitaire u, la variance du nuage � est :

V =

N

X

i=1

h

u

T

(�

i

� �

�

)

i

2

: (2:35)

Comme � est centr�e, son barycentre �

�

est nul. On peut donc �ecrire :

V =

N

X

i=1

�

u

T

�

i

�

2

= u

T

�

T

�u = u

T

Cu: (2:36)

La matrice C est la matrice d'inertie totale, ou covariance, du nuage �. Comme

� est centr�ee-r�eduite, c'est simplement le calcul de la matrice de corr�elation :

C = �

T

�: (2:37)

On peut montrer (c'est un r�esultat classique) que le vecteur u qui maximise

cette variance est le vecteur propre de C associ�e �a la plus grande valeur propre.

Notons-les respectivement u

1

et �

1

. A nouveau, dans l'espace orthogonal �a u

1

,

l'axe qui maximise la variance est support�e par le vecteur propre de C associ�e �a

la deuxi�eme valeur propre, et ainsi de suite pour les n axes principaux. Comme

C est sym�etrique (C

T

= C), les valeurs propres sont toutes r�eelles et les vecteurs

propres associ�es sont orthogonaux. D'autre part, C est d�e�nie semi-positive, donc

toutes les valeurs propres sont positives ou nulles. La contribution de chaque axe

�a la variance est le rapport de la valeur propre qui lui est associ�ee �a la somme de

toutes les valeurs propres. Soit, pour l'axe k :

V

k

=

�

k

P

n

j=1

�

j

: (2:38)
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Comme on a rang�e les axes principaux en fonction des valeurs propres d�ecrois-

santes, le premier axe est celui qui supporte le plus de variance, donc selon lequel

les individus pourront le mieux être discrimin�es (voir par exemple [82]). En pre-

nant les K premiers axes principaux comme base de notre espace de projection,

la variance reconstruite est donc :

V

K

=

K

X

k=1

V

k

=

P

K

k=1

�

k

P

n

k=1

�

k

(2:39)

En g�en�eral, on choisit K de fa�con �a avoir une certaine proportion de la variance

conserv�ee (par exemple, V

K

� 90%).

Cette m�ethode classique demande le calcul de toutes les valeurs propres, ce

qui demande la diagonalisation de la matrice C (n� n) et peut être lourd quand

la dimension n est grande ( > 500).

2.4.2 Equivalents neuronaux

Il existe d'autres m�ethodes pour e�ectuer l'ACP. Par exemple, d'int�eressants

�equivalents neuronaux ont �et�e propos�es. Tout d'abord, selon Oja [97], les poids

2

x d'un simple neurone convergent vers le premier vecteur propre u

1

, si ce neurone

est muni d'une r�egle de Hebb modi��ee (appel�ee \r�egle de Oja") :

�x = �a(� � ax); (2:40)

avec a = x

T

�, l'activit�e du neurone, et � le facteur d'adaptation.

Sanger [108] et Oja [97] ont alors tous deux propos�e des r�eseaux bas�es sur ce

principe, capables de faire de l'ACP. Pour obtenir une r�eduction de dimension de

n vers p, les deux types de r�eseau n'ont besoin que de p unit�es (on ne compte pas

les entr�ees comme des unit�es). Dans le r�eseau de Sanger, la r�egle d'apprentissage

est, pour le neurone i :

�x

i

= �a

i

 

� �

i

X

k=1

a

k

x

k

!

; (2:41)

tandis que dans celui d'Oja, elle est (pour p unit�es) :

�x

i

= �a

i

 

� �

p

X

k=1

a

k

x

k

!

: (2:42)

Ces deux r�egles se r�eduisent �a celle de Oja (2.40) quand il n'y a qu'une seule

unit�e dans le r�eseau. Les deux r�eseaux fournissent en sortie la projection des �

2

On n'utilisera pas la notationw pour les poids, a�n de rester homog�ene dans notre notation

qui r�eserve le symbole x pour les vecteurs-poids dans l'espace d'entr�ee.
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Figure 2.3: D�eroulement d'une analyse en composantes principales. (a) Distribution d'entr�ee.

(b) Centrage et r�eduction de cette distribution, pour obtenir une moyenne nulle, et la même

variance selon toutes les coordonn�ees. (c) Les deux axes principaux, correspondant aux vecteurs

propres de la matrice de covariance de la distribution.

dans l'espace des p premiers axes principaux de la distribution. En fait, la seule

di��erence est qu'avec la m�ethode propos�ee par Sanger, les poids x

i

convergent

vers les vecteurs propres tri�es u

i

(le premier neurone a pour poids le vecteur

propre associ�e �a la plus grande valeur propre), tandis que les poids du r�eseau

de Oja convergent vers n'importe quelle rotation et sym�etrie des u

i

. Bien que

le r�esultat soit comparable, il est parfois utile de disposer des vecteurs propres

eux-mêmes, pour analyser la nature des d�ependances entre les variables et voir

celles qui sont pr�epond�erantes, par exemple. En outre, si l'on n'a aucune id�ee du

nombre p de dimensions n�ecessaires, le r�eseau de Sanger tol�ere un nombre superu

d'unit�es. A posteriori, on peut �eliminer les neurones inutiles. Une telle proc�edure

n'est pas possible avec la m�ethode de Oja, dans laquelle on doit d�ecider a priori

vers combien de dimensions p on veut e�ectuer la projection. En revanche, cette

derni�ere semble plus plausible biologiquement : on ne voit pas bien comment ni

pourquoi les axes principaux seraient tri�es dans le cerveau d'un animal.

2.4.3 Exemples

Une illustration des �etapes de la m�ethode est donn�ee par la �gure 2.3 dans un

cas tr�es simple o�u la distribution est en 2 dimensions. La distribution est form�ee

de deux nuages gaussiens. Les deux variables x

1

et x

2

de cette distribution sont

manifestement li�ees. On voit aussi nettement les deux nuages, mais ni selon x

1

ni selon x

2

on ne peut les s�eparer. Par contre, la projection sur le premier axe

principal (u

1

) permet ais�ement de discriminer les deux groupes d'�echantillons. Ce

premier axe supporte ici environ 90% de la variance.

L'ACP est une technique tr�es largement utilis�ee. Il existe un tr�es grand nombre

d'exemples didactiques pour l'illustrer. Parmi ceux-ci, nous utilisons dans [8] une
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Figure 2.4: Projection sur les deux axes principaux de 53 pays en fonction de 6 indices socio-

�economiques.

analyse g�eopolitique. L'analyse est faite pour 53 pays du globe d'apr�es les 6

caract�eristiques suivantes (la base de donn�ees est donc compos�ee de 53 vecteurs

�a 6 dimensions) :

x

1

croissance �economique

x

2

mortalit�e infantile

x

3

taux d'analphab�etisme

x

4

taux de scolarisation

x

5

produit national brut (PNB)

x

6

augmentation du PNB

Former des groupes bien s�epar�es ne parâ�t pas une tâche simple quand on

observe les donn�ees brutes. Quand on essaie de repr�esenter les pays sur un plan

en fonction de deux variables choisies parmi les x

k

, les r�esultats ne sont pas pro-

bants non plus. Par contre, apr�es traitement par l'ACP, la projection sur les deux

premiers axes principaux donne une repr�esentation assez facile �a interpr�eter (�-

gure 2.4). Les 53 pays qui ont �et�e pris en compte

3

forment des groupes assez
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clairement marqu�es. Par exemple, on trouve �a gauche les pays du G7 (les 7 na-

tions les plus industrialis�ees), et, diam�etralement oppos�es, les pays en voie de

d�eveloppement.

Il est int�eressant de savoir quelle proportion de la variance totale subsiste

apr�es projection (�eq. (2.39)). Dans cet exemple, on a 79:5% de la variance dans

le plan principal montr�e ici.

De plus, l'analyse des vecteurs propres trouv�es r�ev�ele les combinaisons lin�eaires

de facteurs qui sont d�eterminants.

2.4.4 Limitations

On a vu que l'ACP permettait de faire une r�eduction de dimension en contrôlant

le taux d'information perdue. Malheureusement, comme c'est une op�eration de

projection lin�eaire, seules les d�ependances lin�eaires entre les variables peuvent

être r�ev�el�ees.

Dans la �gure 2.5(a), on montre une distribution particuli�ere (dite en \fer

�a cheval") o�u l'analyse en composantes principales est incapable de r�ev�eler quoi

que ce soit. En e�et, on s'est arrang�e pour obtenir un ellipso��de d'inertie pour

l'ensemble de points qui soit en r�ealit�e sph�erique. Par cons�equent, toutes les

valeurs propres de la matrice de covariance sont identiques. Il n'y a pas d'axe

principal �a proprement parler, chaque axe supporte 1=3 de la variance

4

.

Si l'on s'obstine quand même �a tenter une projection sur deux axes, on obtient

un plan quelconque (la distribution est estim�ee par N individus, et le bruit de

la quanti�cation d�etermine une des solutions parmi l'in�nit�e de syst�emes d'axes

possibles), par exemple celui de la �gure 2.5(a). Le r�esultat de la projection

(�gure 2.5(b)) ne r�ev�ele pas grand-chose sur la distribution.

Bien que les covariances entre les variables x

1

, x

2

et x

3

soient nulles (aux

erreurs de quanti�cation pr�es, la matrice de covariance est �egale �a la matrice

identit�e), cela ne veut pas dire que ces variables soient ind�ependantes ! Simple-

ment, cette d�ependance n'est pas lin�eaire et ne peut être r�ev�el�ee par l'ACP.

On pourrait donc souhaiter une sorte de projection non-lin�eaire, o�u la distri-

bution serait projet�ee sur l'abscisse curviligne (la surface gauche sous-tendue par

3

Donn�ees datant de 1984.

4

Comme le même ph�enom�ene peut se produire en grande dimension, o�u alors chaque axe

supportera 1=n de la variance, il faut être prudent avec l'interpr�etation de V

K

dans (2.39). En

e�et, en 1000 dimensions, on aura l'impression qu'en supprimant quelques axes, on n'aura pas

perdu beaucoup d'information. Par exemple, en supprimant 10 axes, on aura encore 99% de

la variance, ce qui nous semblera bien. Pourtant chacun de ces 10 axes supportait la même

variance que n'importe quel autre: : : C'est pourquoi il est toujours int�eressant de faire un petit

histogramme des valeurs propres trouv�ees lors de la proc�edure de l'ACP, de fa�con �a constater

visuellement la pr�epond�erance des axes choisis sur les autres, comme dans la �gure 2.6.
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a b

c d

Figure 2.5: Distribution en \fer �a cheval". 1�ere ligne : contre-exemple de l'analyse en com-

posantes principales. 2e ligne : Projection non-lin�eaire \souhait�ee". (a) Distribution et plan

principal trouv�e par l'ACP (plan quelconque dans ce cas, d�ependant uniquement des al�eas du

tirage des individus de la distribution). (b) Projection de la distribution sur ce plan. (c) Distri-

bution et surface curviligne qui la sous-tend. (d) Projection de la distribution sur cette surface.

les donn�ees), comme dans la �gure 2.5(c,d). Nous verrons par la suite comment

les r�eseaux auto-organis�es peuvent r�epondre �a cette attente.

Reprenons notre exemple de localisation (x 1.1) dans sa version 2D (la tablette

�a digitaliser). Comme on collecte en permanence 20 distances, la distribution

brute est en 20 dimensions. Cependant, on a vu que comme le probl�eme n'avait

que 2 degr�es de libert�e (le point �a localiser se d�eplace sur un plan) la distribution

est en fait une surface pli�ee dans les 20 dimensions. En e�ectuant une ACP

sur cette distribution, on obtient l'histogramme des valeurs propres montr�e �a la

�gure 2.6.a.

On d�eduit des valeurs propres que 97% de la variance peuvent être reconstruits

avec les 3 premiers axes principaux. La projection sur ces trois axes est montr�ee �a

la �gure 2.6.b. En revanche, la projection vers 2 dimensions donnerait une perte

de plus de 20% de la variance.

Cette vue en 3 dimensions montre bien qu'il n'y a que deux degr�es de libert�e
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Figure 2.6: ACP de la distribution du probl�eme de localisation (voir texte). (a) Histogramme

des valeurs propres. (b) Projection sur les 3 premiers axes principaux.

dans la distribution, mais les d�ependances non-lin�eaires entre les variables ne sont

pas r�eductibles par ACP.

2.5 Dimension intrins�eque

2.5.1 Notion de vari�et�e

On a parl�e jusqu'�a pr�esent de \dimension brute", par opposition �a \dimension

intrins�eque" ou encore \nombre de degr�es de libert�e". Si la notion de dimension

brute d'un espace est simple (c'est le nombre n des composantes d'un vecteur

dans cet espace), celle de dimension intrins�eque ou de nombre de degr�es de li-

bert�e l'est moins. On pourrait prendre comme dimension intrins�eque le rang de

la matriceX des �echantillons. Par exemple, en examinant la distribution �evoqu�ee

�a la page 30 (des points sur un hyperplan dans un espace �a 1000 dimensions), on

trouverait une dimension intrins�eque de 2. Mais cette d�e�nition purement lin�eaire

ne nous satisfait pas, car elle ne nous indiquerait pas que la distribution en fer

�a cheval (�gure 2.5) ou celle des capteurs de localisation (x 1.1) d�ependent de

deux param�etres. De plus, un seul point bruit�e (même l�eg�erement) peut changer

le rang : il su�t qu'un point s'�ecarte l�eg�erement de la forme lin�eaire qui sous-tend

tous les autres pour augmenter le rang de 1. Compte tenu des bruits, il y a fort �a

parier que le rang trouv�e sur la distribution en hyperplan dans un espace �a 1000

dimensions soit 1000. Dans l'application de localisation, on sait que le nombre de

degr�es de libert�e est 2, puisqu'on est parti d'un espace param�etrique �a 2 dimen-

sions pour construire nos vecteurs de 20 distances chacun. Si dans ce cas pr�ecis on

connâ�t la nature de l'espace param�etrique, il n'en va pas de mêmepour la plupart

des applications, o�u l'on veut justement retrouver un espace param�etrique.

Comment donc retrouver cette dimension param�etrique d'un ensemble de

points ?



2.5. DIMENSION INTRINS

�

EQUE 41

La notion de dimension param�etrique est �etroitement li�ee �a celle de vari�et�e

ou de sous-vari�et�e. La notion de sous-vari�et�e est une g�en�eralisation des surfaces

en g�eom�etrie di��erentielle classique. Dans le cas particulier des espaces r�eels, une

d�e�nition informelle et intuitive

5

d'une sous-vari�et�e V de dimension p dans IR

n

est un sous-ensemble de IR

n

obtenu par l'application d'une fonction f sur un

intervalle U de l'espace IR

p

. En chaque point y de U , la di��erentielle de f est

de rang p. Le couple (U; f) est une carte di��erentiable de la vari�et�e, qui est un

espace topologique s�epar�e. Deux syst�emes de cartes di��erentiables compatibles

qui g�en�erent le même faisceau de fonctions ne sont que deux fa�cons de d�e�nir la

vari�et�e.

Par exemple, l'enveloppe d'une sph�ere S

n

centr�ee de rayon unit�e dans l'espace

IR

n

est l'ensemble des points x = [x

1

; : : : ; x

n

]

T

de IR

n

li�es par la relation :

x

2

1

+ � � �+ x

2

n

= 1 (2:43)

Il s'agit d'une sous-vari�et�e de dimension p = n� 1. En e�et, soit U

p

la sph�ere en

dimension p :

U

p

=

n

y = [y

1

; : : : ; y

p

]

T

�

�

� y

2

1

+ � � �+ y

2

p

� 1

o

(2:44)

Pour p = n � 1, on peut d�e�nir n doublets de fonctions f

i+

et f

i�

:

f

i+

(y) =

�

y

1

; : : : ; y

i�1

;+

q

1 � kyk

2

; y

i+1

; : : : ; y

p

�

T

f

i�

(y) =

�

y

1

; : : : ; y

i�1

;�

q

1 � kyk

2

; y

i+1

; : : : ; y

p

�

T

: (2.45)

Chaque f

i+

est un hom�eomorphisme de U

p

vers la portion de la sph�ere S

i+

o�u la i-�eme composante est positive, tandis que f

i�

est un hom�eomorphisme

de U

p

vers S

i�

. Les di��erentielles de f

i+

et f

i�

sont de rang p. Les 2n cartes

di��erentiables (U

p

; f

i+

) et (U

p

; f

i�

) forment un syst�eme de cartes de la sph�ere S

n

.

En n = 3 dimensions, par exemple, la dimension de cette vari�et�e est p = 2. U

2

est le disque unit�e dans IR

2

. On obtient 3 couples de cartes ((U

2

; f

i+

); (U

2

; f

i�

))

qui d�e�nissent la même structure de vari�et�e.

2.5.2 Dimension fractale

Si la notion de vari�et�e permet de �xer les id�ees sur la nature de la structure que

nous voulons retrouver dans une distribution, elle ne donne pas de m�ethode pour

trouver la dimension de cette structure. D'autre part, les vari�et�es sont des objets

5

Et impr�ecise; mais �ca nous permet de transformer un ferm�e compact de l'espace de com-

pr�ehension en ouvert de l'espace d'intuition par une application de classe C

1

: : :
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math�ematiques qui ne prennent pas en compte les probl�emes de bruits rencontr�es

dans toute application concr�ete. Leur formulation semble indiquer cependant que

le concept de dimension intrins�eque d'un nuage de points ne peut être qu'une in-

formation locale. Par exemple, dans IR

3

, une distribution bimodale form�ee d'une

sph�ere d'un côt�e et d'un disque de l'autre aura deux dimensions intrins�eques lo-

cales di��erentes (3 pour la sph�ere, 2 pour le disque). Si les distributions observ�ees

avaient la même loi, connue, sur chaque composante, on pourrait se fonder sur

notre r�esultat concernant la norme de vecteurs al�eatoires (th�eor�eme 2.1) et son

extension �a la distance entre deux vecteurs al�eatoires pour d�eduire la dimen-

sion intrins�eque p (puisque Var(k�k) = b + O(1=

p

p)). Malheureusement, cette

hypoth�ese est rarement v�eri��ee dans la pratique

6

.

On peut n�eanmoins imaginer un proc�ed�e plus simple, qui se base directement

sur les propri�et�es g�eom�etriques de la distribution. En reprenant la formule (2.19)

du volume d'une sph�ere, on remarque qu'elle est de la forme :

V

n

(r) = ar

n

(2:46)

Ainsi, dans une distribution uniforme (o�u le nombre de points est proportionnel

au volume), on observera un nombre N de points �a l'int�erieur d'une sph�ere de

rayon r qui sera proportionnel �a r

n

. Si la distribution n'a localement que p degr�es

de libert�e, le nombre de points sera en r

p

. En e�et, même dans un espace �a 1000

dimensions, si la distribution se trouve dans un plan, les points que l'on compte

sont situ�es �a l'intersection entre la sph�ere et le plan, c'est-�a-dire un disque. Le

nombre de points d�enombr�es est donc proportionnel �a r

2

.

Comme N = ar

p

, on a :

log[N(r)] = log(a) + p log(r) (2:47)

Le principe de cette m�ethode simple se r�esume donc comme suit, pour une dis-

tribution �nie compos�ee de M points :

1. Choisir un point � autour duquel on veut mesurer la dimension locale.

2. Pour chaque point de la distribution �

i

6= �, calculer la distance r

i

=

k�

i

� �k.

3. Trier ces distances par ordre croissant, ce qui donne une liste fr

1

; r

2

; : : : ; r

M

g,

avec r

1

� r

2

� � � � � r

M

. Le nombre N correspondant �a une distance r

k

est

�egal �a l'indice k de cette distance dans la liste tri�ee.

6

Il n'en demeure pas moins que �ca pourrait être un sujet d'investigation; Shepard [111] a

d�ej�a remarqu�e en 1962 que la variance de l'histogramme des distances entre points varie en 1=p

et fonde sur cette observation son \Analyse des proximit�es".
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Figure 2.7: Qui pourrait r�esister, d�es lors qu'on parle de fractales, �a l'envie de montrer une

illustration de l'ensemble de Mandelbrot ? Ici, chaque image est l'agrandissement d'une r�egion

de celle qui se trouve �a sa gauche.

4. Tracer la caract�eristique log(k) en fonction de log(r

k

).

5. La pente p trouv�ee par r�egression lin�eaire de cette caract�eristique corres-

pond �a la dimension locale autour du point � choisi.

Ce type d'approche �emane d'un domaine relativement r�ecent : Apr�es s'être

demand�e quelle �etait la longueur de la côte de la Bretagne [84], Mandelbrot (voir

par exemple [85, 86]) a �ecrit une nouvelle page de l'histoire des math�ematiques,

les d�esormais c�el�ebres fractales. Si le monde construit par l'homme est compos�e

d'objets g�eom�etriques (parall�el�epip�edes, cylindres, cônes, : : : ), la nature fournit

des objets si complexes qu'ils ne peuvent pas être d�ecrits par la g�eom�etrie clas-

sique. Au contraire, leur forme ne trouve ses r�egles que dans l'irr�egularit�e ou

la fragmentation. La côte de la Bretagne justement, la complexit�e d'une forêt

ou d'un arbre, les rami�cations d'un �eclair, celles des bronches ou la d�elicate

structure d'un ocon de neige sont autant d'exemples d'objets fractals. De tels

objets peuvent pr�esenter des propri�et�es remarquables, comme par exemple l'auto-

similarit�e : deux vues �a des �echelles de grossissement di��erentes sont similaires

(�gure 2.7).

Une des grandeurs caract�eristiques d'un tel objet est sa dimension fractale, qui

n'est g�en�eralement pas un nombre entier. Une courbe fractale dans un plan (par

exemple la fronti�ere de l'ensemble de Mandelbrot, �gure 2.7) a une dimension

fractale comprise entre 1 et 2.

Il existe plusieurs d�e�nitions de cette dimension fractale, qui se rapprochent

plus ou moins du proc�ed�e empirique qu'on a d�ecrit ci-dessus, et qui sont li�ees entre

elles [54]. Toutes sont bas�ees sur l'�etude de l'�evolution, en fonction de l'�echelle,

d'une propri�et�e mesurable du nuage. Cette propri�et�e est param�etr�ee par une lon-

gueur caract�eristique. Prenons par exemple un pavage de l'espace IR

n

en cubes �a n

dimensions et de côt�e r. Disons que N(r) est le nombre des cubes qui contiennent



44 CHAPITRE 2. DISTRIBUTIONS EN GRANDES DIMENSIONS

au moins un point. La \dimension de similarit�e" est alors d�e�nie par :

d

0

= lim

r!0

logN(r)

log(1=r)

(2:48)

Une autre d�e�nition prend en compte l'�evolution de la quantit�e d'information

selon Shannon, lorsqu'on quanti�e l'espace par les cubes. C'est la \dimension

d'information" :

d

1

= lim

r!0

I(r)

log(1=r)

(2:49)

avec I(r) = �

P

N(r)

i=1

p

i

(r) log p

i

(r) et p

i

(r) la probabilit�e de la bô�te i (le nombre

de points qu'elle contient divis�e par M).

Une troisi�eme mesure, en�n, est bas�ee sur le nombre C(r) de couples de points

dont l'�ecart est inf�erieur �a r (C(r) = card f hx

i

;x

j

i j kx

j

� x

i

k < r g). C'est la

\dimension de corr�elation" :

d

2

= lim

r!0

logC(r)

log(r)

(2:50)

En fait, toutes ces mesures de dimensions sont des cas particuliers de la \di-

mension fractale g�en�eralis�ee" [54] :

d

q

=

1

q � 1

lim

r!0

log

P

N(r)

i=1

p

i

(r)

q

log(r)

(2:51)

o�u, comme pr�ec�edemment, N(r) est le nombre de bô�tes de côt�e r n�ecessaires

pour couvrir la distribution, et p

i

(r) la probabilit�e de chaque bô�te.

Dans ces d�e�nitions, la notion de \localit�e" a �et�e transform�ee en un passage

�a la limite r ! 0. En pratique, comme la distribution (discr�ete) qu'on �etudie

poss�ede un nombre �ni d'�echantillons, cette limite tendrait vers 0 (�a partir du

moment o�u l'on n'a plus qu'un point dans chaque bô�te, la diminution de r ne

change plus le nombre de bô�tes n�ecessaires). Il faut donc se contenter d'une

longueur r \petite, mais pas trop", cette notion intuitive �etant discut�ee ci-apr�es.

2.5.3 La dimension fractale en pratique

Revenons un instant �a la dimension de similarit�e (d�enombrement des bô�tes non

vides). On voit que cette m�ethode est plus int�eressante que notre proc�ed�e initial

consistant �a compter le nombre de points dans une sph�ere. En e�et, elle d�epend

surtout de l'espace couvert par la distribution (sa vari�et�e) et non de la densit�e de

la distribution elle-même, en tout cas tant qu'on a un nombre d'�echantillons grand
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Figure 2.8: Calcul de la dimension fractale d'une courbe par la m�ethode des bô�tes. La repr�e-

sentation en �echelle log-log du nombre de bô�tes n�ecessaires pour couvrir la distribution tend

vers une pente �egale �a la dimension intrins�eque de cette distribution.

par rapport au nombre de bô�tes. Cette m�ethode est illustr�ee dans la �gure 2.8

dans le cas d'une distribution sur une ligne courbe.

La mise en �uvre de cette mesure qui consiste �a compter des bô�tes n'est pas

si di�cile qu'il y parâ�t de prime abord. L'algorithme suivant est tr�es satisfaisant

du point de vue de la rapidit�e. L'id�ee de base est de g�en�erer un code unique pour

chaque bô�te, puis de compter combien de codes di��erents on a g�en�er�e avec tous

les points de la distribution.

1. Rendre le nuage non n�egatif par translation, c'est-�a-dire soustraire �a chaque

composante k des vecteurs �

i

la valeur min�

k

. Calculer la longueur r

0

du

cube initial (le cube minimal qui englobe compl�etement la distribution).

2. Calculer une nouvelle longueur r. Une bonne m�ethode, qui donnera des

�echantillons espac�es r�eguli�erement sur l'�echelle logarithmique, est de prendre

une progression g�eom�etrique de raison q < 1.

3. Pour chaque vecteur �

i

, assigner un code c

i

= fc

i1

; c

i2

; : : : ; c

in

g construit de

la fa�con suivante :

c

ik

=

$

�

ik

r

%

(2:52)

c'est-�a-dire la division enti�ere de la composante �

ik

par r. Cette division
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Figure 2.9: Calcul de la dimension fractale de la distribution g�en�er�ee par le probl�eme de

localisation avec des capteurs de distance (x 1.1), dont la dimension brute est 20. La r�egression

e�ectu�ee sur un nombre choisi des points de la caract�eristique logN (log r

0

=r) donne une pente

de 2 environ, ce qui est la dimension intrins�eque de la distribution.

enti�ere indique la position, sur l'axe k, de la bô�te �a laquelle appartient le

point �

i

.

4. Compter le nombre N(r) de codes c

i

di��erents. Cette op�eration peut se

faire par tri des codes puis d�enombrement direct des di��erences deux �a

deux, ou mieux, par une m�ethode de hachage (\hash-code"). Imprimer le

couple (r;N(r)).

5. Si N(r) < M=2, retourner en (2). Exp�erimentalement, N(r) �M=2 semble

être une bonne condition d'arrêt de l'algorithme, puisqu'alors il n'y a plus

que 2 �echantillons en moyenne par bô�te; la quanti�cation de la distribution,

vue �a cette �echelle, est trop grossi�ere pour continuer �a diminuer r.

6. Une fois qu'on a obtenu tous les couples (r;N(r)), on e�ectue une r�egression

lin�eaire pour trouver la pente moyenne dans l'�echelle log-log, c'est-�a-dire la

pente moyenne de logN(log r

0

=r).

La charge de calcul, pour cette m�ethode qui est un pr�etraitement et ne doit

être e�ectu�ee qu'une fois comme analyse pr�ealable d'un nuage de donn�ees, est

relativement modeste : 39:5 secondes sur une Sun Sparc10-41 pour donner 100

couples (r;N(r)), dans le cas du probl�eme de localisation par 20 capteurs de

distance (x 1.1), qui est une distribution de 10 000 vecteurs �a 20 dimensions. La

�gure 2.9 montre la caract�eristique obtenue pour cet exemple. La pente de la

droite dessin�ee vaut 2:05, qui est une bonne approximation du nombre de degr�es
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de libert�e qu'il y a dans ce probl�eme. On obtient un r�esultat similaire pour la

distribution en \fer �a cheval".

Il faut faire attention �a un point d'importance majeure dans l'utilisation et

l'interpr�etation de ces mesures de dimension fractale : l'�echelle d'observation

(concr�etement, l'intervalle de r consid�er�e). On voit dans la �gure 2.9 que l'on

n'a pas consid�er�e tous les points de la caract�eristique pour le calcul de la pente.

En e�et, même si l'on a abandonn�e la notion de limite et que l'on ne fait pas

tendre r vers 0, mais seulement vers une valeur su�samment petite, on trouvera

la dimension du bruit (celui-ci peut être de plusieurs natures : quanti�cation des

donn�ees, capteurs d�efectueux, etc.). Celle-ci correspond, en g�en�eral, �a la dimen-

sion brute de l'espace, n. D'un autre côt�e, une valeur trop grande de r risque de

\laisser passer" la structure locale de la distribution.

En pratique donc, tout le probl�eme est de d�eterminer l'�echelle �a laquelle on

veut observer le ph�enom�ene, ce qui d�etermine les valeurs de r autour desquelles

la dimension fractale correspond �a la dimension intrins�eque de la structure qu'on

veut �etudier. Ce probl�eme d'�echelle peut être illustr�e par l'exemple de Mandelbrot

de la pelote de �celle. Vue de tr�es loin, elle ressemble �a un point, et sa dimension

est 0. Quand on se rapproche, on commence �a percevoir sa nature volumique;

la dimension passe �a 3. En se rapprochant encore, on rep�ere qu'il s'agit d'un �l

(une courbe �a 1 dimension) repli�e dans l'espace �a 3 dimensions. En s'approchant

encore, on voit la nature volumique du �l, qui lui-même est compos�e de �bres,

etc.

En outre, on peut imaginer des processus qui g�en�erent des distributions dont

la dimension locale d�epend de l'endroit o�u l'on se place. C'est le cas de celle de la

�gure 2.10. L'aspect global de la dimension g�en�eralis�ee ne permet pas de mettre

en �evidence les propri�et�es particuli�eres de telles distributions.

En�n, mentionnons le fait qu'en raison du ph�enom�ene d'espace vide (x 2.2), le

nombre de points n�ecessaires pour estimer avec su�samment de certitude qu'une

structure a une dimension intrins�eque grande peut être exorbitant (de l'ordre du

million d�ej�a pour une dimension intrins�eque de 4 seulement; si l'espace de d�epart

est en 100 dimensions | il y a 100 variables mais 4 degr�es de libert�e |, et

avec 32 bits par variable, cela repr�esente 400 MB de donn�ees). Il s'agit l�a d'un

probl�eme irr�eductible, au même titre que celui concernant l'estimation a priori

de l'�echelle d'observation pr�ec�edemment �evoqu�e. Malheureusement, il existe des

processus, avec 4 degr�es de libert�e au moins et un grand nombre de variables, qui

ne d�elivrent qu'un vecteur par heure, par exemple. Dans ce cas, une approche

uniquement fond�ee sur la simple analyse des donn�ees n'aboutira pas. Il faut tirer

parti au maximum de la connaissance des experts du syst�eme.
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Figure 2.10: Courbe dont la dimension locale varie continûment selon l'abscisse t. Il s'agit

du graphe de la fonction t

3=2

P

1

k=0

2

�kt

cos(2

k

t) entre 0 et 1. La dimension locale vaut 2 � t

(d'apr�es Tricot [116]). Voir aussi la distribution de la �gure 5.1, page 99.

2.6 R�esum�e des probl�emes

Nous pouvons r�esumer les probl�emes soulev�es jusqu'�a pr�esent :

� Le Bruit. Quelle est la dispersion des donn�ees ?

� Le Nombre d'�echantillons. Est-il su�sant pour estimer correctement la di-

mension intrins�eque de la distribution ?

� L'Echelle. A quelle �echelle faut-il mesurer la dimension intrins�eque ? On

a vu qu'une �echelle trop grossi�ere \laissait passer" les d�etails importants,

alors qu'une �echelle trop �ne donnait la dimension du bruit.

Ces probl�emes sont li�es les uns aux autres, et l'on ne peut pas y apporter de

r�eponse sans une connaissance approfondie du processus qui a g�en�er�e les donn�ees.



Chapitre 3

Quanti�cation vectorielle

3.1 G�en�eralit�es

En dehors de la dimension des vecteurs d'une distribution, l'autre axe sur lequel

on peut agir pour r�eduire la quantit�e de donn�ees est le nombre d'�echantillons de

cette distribution : au lieu de les garder tous, on choisit quelques repr�esentants

pertinents (�gure 3.1(a)). On parle alors de quanti�cation. Au lieu de quanti�er

chaque axe ind�ependamment les uns des autres (ce qui est une quanti�cation sca-

laire, peu int�eressante en pratique), on e�ectue g�en�eralement une quanti�cation

vectorielle, qui permet de mieux se concentrer sur les zones int�eressantes de la

distribution, comme le montre la �gure 3.1.

Plusieurs domaines utilisent la quanti�cation vectorielle, mais les plus actifs

(qui ont le plus contribu�e aux d�eveloppements de la m�ethode) sont sans doute

le traitement de signal (compression de parole, d'image pour le stockage et la

transmission) et l'analyse de donn�ee par regroupement (\clustering"). D'une fa-

�con formelle, la quanti�cation vectorielle consiste �a repr�esenter une distribution

� (�nie ou non) dans un espace IR

n

de dimension n �a l'aide d'un sous-ensemble

�ni de N �el�ements x

i

(les vecteurs-codes, ou prototypes) dans cet espace. Ce

sous-ensemble, qu'on repr�esente g�en�eralement par une matrice X (N � n), est

appel�e dictionnaire (\codebook"). Comme dans les autres chapitres, nous pren-

drons comme convention que les lignes de la matrice X sont les vecteurs-codes

x

i

= [x

i1

; : : : ; x

in

] :

X =

2

6

6

4

x

1

.

.

.

x

N

3

7

7

5

(3:1)

Le codage envisag�e (par exemple en compression de signal) consiste �a rempla-

cer chaque point � de la distribution par le num�ero d'un vecteur-code. Ceci permet

49
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c

a b

d

Figure 3.1: La quanti�cation

vectorielle (QV) (�a gauche : a et c)

compar�ee �a la quanti�cation

scalaire (�a droite : b et d). Du

point de vue de la distorsion, dans

le cas d'une distribution structur�ee

(en haut) l'avantage de la QV est

�evident, mais même dans le cas

d'une distribution uniforme (en

bas), la QV permet une erreur de

reconstruction plus faible en

moyenne, �a cause de l'arrangement

hexagonal qu'adoptent les

vecteurs-codes.

une r�eduction de donn�ees qui peut être consid�erable (on transforme un vecteur

de n valeurs r�eelles en un entier indiquant le num�ero du code), au d�etriment de

la qualit�e de repr�esentation qui subit une distorsion moyenne D(X) :

D(X) =

E

[d(�;x

i

�

)] (3:2)

o�u

E

(r) est l'esp�erance (la moyenne) de r, x

i

�

est le vecteur-code qui repr�esente

�, et d(a; b) une fonction de distorsion entre les vecteurs a et b, par exemple :

d(a; b) = ka� bk

2

= (a� b)

T

(a� b) (3:3)

La d�etermination du \codebook" a pour objectif de r�eduire la distorsion moyenne

D(X). Un quanti�eur vectoriel est dit optimal si aucun autre quanti�eur (sous les

mêmes conditions de nombre �x�e de vecteurs-codes et de distribution) ne donne

une distorsion moyenne plus faible. Deux conditions n�ecessaires pour obtenir un

quanti�eur optimal sont :

� Condition du plus proche voisin : Le vecteur x

i

�

qui repr�esente un � doit être

le vecteur-code x

i

le plus proche, au sens de la mesure d(�;x

i

) ci-dessus.

� Condition des centro��des : Chaque vecteur-code x

i

doit être le centre de

gravit�e de tous les � qui sont repr�esent�es par lui, c'est-�a-dire que x

i

=

E

[f � j x

i

�

(�) = x

i

g].

Dans le cas d'une distorsion d�e�nie par la distance euclidienne (�eq. (3.3)), la

partition de l'espace IR

n

en N r�egions S

i

, chacune repr�esent�ee par un vecteur-code

x

i

:

S

i

= f � j x

i

�

(�) = x

i

g

= f � j k� � x

i

k � k� � x

j

k8j g ; (3.4)
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Figure 3.2: Pavage de Vorono�� pour 100

points. Chaque segment du pavage est la

m�ediatrice de deux points proches.

est appel�ee pavage de Vorono��. Un exemple de pavage de Vorono�� d'un carr�e en

fonction de 100 vecteurs-codes al�eatoires est donn�e dans la �gure 3.2.

Grâce �a cette d�e�nition, on peut r�e�ecrire (3.2) plus pr�ecis�ement, ce qui fait

apparâ�tre la densit�e de probabilit�e P (�) :

D(X) =

X

i

Z

�2S

i

k� � x

i

k

2

P (�)d� (3:5)

3.2 Algorithme de Lloyd g�en�eralis�e (GLA)

L'algorithme de Lloyd g�en�eralis�e [81] n'est autre qu'une mise en �uvre directe des

conditions du plus proche voisin et des centro��des. En e�et, �a chaque it�eration, on

calcule la partition de la distribution en r�egions de dominance selon la condition

du plus proche voisin (�eq. (3.4)), puis on applique la condition des centro��des

pour adapter les vecteurs-codes :

x

i

 

E

(S

i

) (3:6)

avec

E

(S

i

) la moyenne (le centre de gravit�e) de S

i

.

Lors de l'application de (3.6), si l'on tombe sur une r�egion S

i

= � (parce que

le vecteur-code x

i

correspondant n'a repr�esent�e aucun � de la distribution), on

r�einitialise le x

i

incrimin�e �a n'importe quel vecteur � de la base.

La distorsion euclidienne quadratique D(X) =

P

i

E

�2S

i

(k� � x

i

k

2

) de cet al-

gorithme d�ecrô�t de fa�con monotone, et donc tombe souvent dans un minimum

local puisque D(X) n'est g�en�eralement pas convexe (voir [122]).
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3.3 Apprentissage comp�etitif (CL)

L'�equivalent neuronal \en ligne" du GLA est g�en�eralement appel�e apprentissage

comp�etitif (\Competitive Learning" | CL) [1]. Dans cet algorithme, chaque it�e-

ration consiste �a pr�esenter un �echantillon de la base �a un r�eseau comp�etitif �a une

couche dont le rôle est de trouver un \gagnant" et �a rapprocher les poids de ce

gagnant en direction du vecteur pr�esent�e.

La recherche du gagnant est faite selon la condition du plus proche voisin :

i

�

= i j k� � x

i

k � k� � x

j

k8j

i

�

= i

�

�

� k� � x

i

k

2

� k� � x

j

k

2

8j : (3.7)

(la deuxi�eme forme est plus rapide �a calculer, puisque kak

2

= a

T

a).

L'adaptation de son centro��de est un d�eplacement vers l'�echantillon :

x

i

�

 x

i

�

+ �(t)(� � x

i

�

) (3:8)

avec �(t) une fonction d�ecroissante du temps (du nombre d'it�erations). A l'�equi-

libre, la moyenne du vecteur-poids de chaque neurone ne bouge plus s'il est au

centre de sa r�egion de dominance, ce qui correspond �a la condition des centro��des.

Dans sa version neuronale \pure", la recherche du gagnant est e�ectu�ee par la

relaxation d'une couche d'inhibitions/excitations lat�erale r�ecurrente (ILR) sur les

activit�es des neurones. Plusieurs variantes ont �et�e propos�ees pour faire �emerger

le maximum d'activit�e et d�esigner ainsi le neurone gagnant dont on va ensuite

adapter les poids [120, 118, 66, 79]. Dans tous les cas, les connexions de cette

couche entre les neurones sont excitatrices �a courte distance et inhibitrices �a

longue distance. S'il est int�eressant d'�etudier cette question du point de vue aca-

d�emique (pour trouver des parall�eles dans la biologie) et technologique (pour

localiser le traitement en vue de son int�egration sur circuit), la fa�con dont on

e�ectue cette recherche n'a�ecte normalement pas les r�esultats obtenus. Un cas

particulier, toutefois, qui sera d�etaill�e au chapitre 4, survient quand la couche

ILR est param�etr�ee de fa�con �a faire apparâ�tre une bulle d'activit�e, et non le seul

maximum. On obtient alors un algorithme d'auto-organisation, plus riche que la

simple quanti�cation comme on le verra.

Le CL fournit des r�esultats comparables �a ceux du GLA, �a l'exception notable

toutefois de produire parfois des unit�es mortes (ce qui n'arrive pas avec le GLA,

puisque le cas y est explicitement trait�e). Celles-ci ont des vecteurs qui restent

en dehors de la distribution (elles ne gagnent jamais) et ne participent donc pas

�a l'apprentissage.
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3.4 M�ecanismes de fatigue ou \conscience"

Pour �eviter les unit�es mortes, il a �et�e propos�e �a divers endroits [1, 35, 29] de mettre

en �uvre un principe permettant aux unit�es rarement ou jamais gagnantes d'être

favoris�ees dans le m�ecanisme de s�election.

Dans le \frequency sensitive competitive learning" (FSCL) [1], l'�equation (3.7)

est remplac�ee par :

i

�

= i

�

�

� n

i

k� � x

i

k

2

� n

j

k� � x

j

k

2

8j ; (3:9)

avec n

i

le nombre de fois o�u le neurone i a d�ej�a gagn�e. Quand n

i

est faible par

rapport aux autres, l'�election du neurone i est facilit�ee. Au bout d'un certain

temps, même les unit�es mortes �nissent par gagner et sont donc rapproch�ees de

la distribution. On peut voir dans la �gure 3.3(b) que le pavage par r�egions de

dominance des neurones n'est plus un pavage de Vorono��. Au lieu de s�eparatrices

qui sont des m�ediatrices (droites), on a des s�eparatrices en segments de cercles

1

.

Les r�egions ne sont plus des polygones convexes : l'e�et de n

i

est de former des

excroissances des r�egions de dominance vides ou presque vers la distribution. Si

� diminue su�samment lentement, l'algorithme tend vers un �etat o�u tous les

N neurones sont gagnants 1=N�eme du temps en moyenne. Non seulement les

unit�es mortes sont �evit�ees, mais les distributions de densit�es non uniformes sont

quanti��ees de telle fa�con que la r�epartition des vecteurs-poids suive la même

densit�e, ce qui est parfois consid�er�e comme un avantage (on verra plus loin |

x 3.7 | qu'on peut parfois chercher �a �eviter cela).

Le m�ecanisme de conscience de De Sieno [35] suit �a peu pr�es la même id�ee,

sauf qu'au lieu de pond�erer les distances, on leur soustrait une valeur (un biais).

L'�equation (3.7) devient :

i

�

= i

�

�

�

�

k� � x

i

k

2

� C

�

1

N

� q

i

�

� k� � x

j

k

2

� C

�

1

N

� q

j

�

8j; (3:10)

avec C une constante �x�ee au d�epart et q

i

la fraction de temps o�u le neurone i

est celui qui a le vecteur-poids le plus proche de l'entr�ee (c'est-�a-dire o�u il serait

gagnant dans un simple CL). Cette fraction de temps est estim�ee par un �ltre

passe-bas sur la variable z

i

, qui vaut 1 pour le neurone le plus proche, et 0 pour

les autres :

q

i

 q

i

+

1

�

(z

i

� q

i

)

z

i

=

(

1 si i = i

�

CL

0 sinon

; (3.11)

1

Par exemple, pour deux unit�es dont les poids sont respectivement x

1

= [0; 0]

T

et x

2

=

[1; 0]

T

, avec n

2

= (1 + )n

1

, la s�eparatrice est le cercle de centre [

1+



; 0]

T

et de rayon

p

1+



;

quand  tend vers 0, le cercle d�eg�en�ere en une droite verticale d'abscisse

1

2

.
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avec i

�

CL

l'indice du gagnant euclidien (celui dont le vecteur-poids est le plus

proche du vecteur pr�esent�e, sans tenir compte du principe de conscience). Le

pavage par r�egions de dominance des neurones, bien que n'�etant pas non plus

un pavage de Vorono��, reste constitu�e de polygones convexes. Au lieu d'avoir des

s�eparatrices qui sont des m�ediatrices (qui passent entre deux points), la droite

est d�eport�ee vers le neurone qui a le plus grand q

i

(d'un facteur

1

2

(q

i

� q

j

) de la

distance qui s�epare x

i

et x

j

, pour être pr�ecis) (�g. 3.3(c)).

Remarquons dans (3.10) que la constante C a la même unit�e que �; ce n'est pas

une valeur adimensionnelle. Il faut donc soit choisir C en fonction de la variance

de �, soit toujours centrer-r�eduire les � (comme pour une ACP), ce qui peut être

assez gênant.

Dans [29], ce qu'on a appel�e \fatigue" est une condition de validation du ga-

gnant en fonction de la fr�equence �a laquelle il a d�ej�a gagn�e : un neurone qui a

beaucoup gagn�e r�ecemment est \fatigu�e" et ne peut momentan�ement plus gagner

(pendant une certaine p�eriode, dite de r�ecup�eration ou de repos). L'id�ee pourrait

avoir une certaine plausibilit�e biologique, si l'on consid�ere des neurones indivi-

duellement incapables d'avoir trop souvent un haut degr�e d'activit�e. Un tel ph�e-

nom�ene peut être expliqu�e par le m�ecanisme d'accommodation et par la pr�esence

de connections inhibitrices re-boucl�ees [83]. Si l'on fait un peu de \science-�ction"

biologique, comme dit Poggio, notons par le potentiel p

i

2 [0; 1] la quantit�e de

neurotransmetteur disponible pour chaque neurone i. Pour être �eligible, un neu-

rone doit avoir un potentiel sup�erieur �a un seuil d�e�ni �a l'avance : p

i

� p

min

.

Quand il gagne, un neurone utilise p

min

de son potentiel, qui en est diminu�e d'au-

tant. En continu, les neurones sont tous recharg�es de 1=N (avec N le nombre de

neurones) �a chaque it�eration. Tous les potentiels sont toujours tronqu�es �a 1. Plus

prosa��quement, c'est un peu le mod�ele d'une chasse d'eau dont, chaque fois qu'on

tire la châ�ne, une proportion p

min

du contenu est utilis�ee. On a donc la s�equence

d'op�erations :

S = fi j p

i

� p

min

g

i

�

= i 2 S j k� � x

i

k � k� � x

j

k8j 2 S

p

i

�

 p

i

�

� p

min

8i 2 f1; : : : ; Ng; p

i

 min(1; p

i

+ 1=N) (3.12)

avec S l'ensemble des unit�es �eligibles.

Dans cette m�ethode, le pavage reste un pavage de Vorono��, mais r�ealis�e sur

l'ensemble des vecteurs-poids des unit�es qui ne sont pas trop fatigu�ees. Ainsi,

les neurones qui gagnent trop souvent sont momentan�ement retir�es du processus,

pour être remis plus tard quand ils sont \repos�es" (�g. 3.3(d)).

Avec p

min

= 0, on obtient un CL classique, tandis qu'avec p

min

= 1, on a

un processus d�eg�en�er�e o�u tous les neurones sont �elus �a tour de rôle, sans aucune
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a b c d

Figure 3.3: Pavages en r�egions de dominances des neurones en fonction du type d'algorithme.

(a) CL. (b) FSCL. (c) CL avec conscience. (d) CL avec fatigue. (Voir texte).

consid�eration pour le vecteur pr�esent�e. On peut envisager de faire varier p

min

au

cours du temps, en partant de 1 et en diminuant jusqu'�a 0, mais les simulations

nous ont montr�e qu'il su�sait de �xer p

min

�a une constante, par exemple 0:75,

pour obtenir d'excellents r�esultats (convergence bonne et rapide).

On peut imaginer encore bien d'autres proc�ed�es (par exemple des m�ethodes

stochastiques, dans lesquelles la probabilit�e de gagner d�epend de la distance et de

la fr�equence des gains pass�es) pour �eviter les unit�es mortes en les ramenant dans

la distribution. Il existe aussi quelques m�ethodes un peu \simplistes", comme

initialiser les vecteurs-poids avec des �echantillons de la distribution pour être sûr

que toutes les unit�es seront dans cette derni�ere, mais qui ne donnent pas de tr�es

bons r�esultats de quanti�cation (avec une distribution multi-modale, une fois les

vecteurs-poids plac�es dans un mode par l'initialisation, ils n'en changent plus; la

probabilit�e a priori de tous les modes n'aura alors �et�e estim�ee qu'�a l'aide des N

premiers �echantillons tir�es pour l'initialisation).

3.5 M�ethodes \winner-take-most"

Jusqu'�a pr�esent, on n'a consid�er�e que les m�ethodes de type \winner-take-all", o�u

seul le gagnant �etait adapt�e �a chaque it�eration. Ces algorithmes ont des vitesses

de convergence relativement faibles, surtout lorsque le nombre d'unit�es N est

grand, puisque chaque �echantillon pr�esent�e ne cause l'adaptation que d'une unit�e.

Il apparâ�t donc souhaitable de disposer d'algorithmes o�u plus d'une unit�e est

adapt�ee �a chaque it�eration. Le probl�eme est de d�e�nir avec soin la fonction G(i; �)

qui intervient pour chaque unit�e dans la r�egle d'adaptation :

x

i

 x

i

+ �(t)G(i; �)(� � x

i

) (3:13)

Le gagnant est d�eplac�e vers le vecteur d'entr�ee, mais les autres unit�es aussi, avec

toutefois un gain plus faible, ce qui am�ene au concept d'algorithmes de type
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\winner-take-most".

H�elas ! Comme quelques essais peuvent rapidement nous en convaincre, on

ne peut pas simplement prendre G(i; �) comme une fonction d�ecroissant avec la

distance, sous peine d'assister �a une agglom�eration des unit�es vers un seul point

(la moyenne g�eom�etrique de la distribution) �a une vitesse surprenante. En e�et, il

faut conserver �a l'algorithme un aspect comp�etitif pour permettre aux di��erents

neurones de se \sp�ecialiser" dans une zone qui leur est propre. En l'absence d'une

telle comp�etition (ou inhibition mutuelle), c'est-�a-dire si G(i; �) est une fonction

continue de la distance entre x

i

et �, deux unit�es \coll�ees" n'ont aucune chance

de se s�eparer. Il apparâ�t donc souhaitable de d�ecoupler d'une quelconque mani�ere

le facteur d'adaptation G(i; �) de la distance euclidienne.

On va voir comment quelques algorithmes connus mettent en �uvre cette

comp�etition

2

et arrivent �a adapter toutes les unit�es �a chaque it�eration sans que

tous les vecteurs-poids ne convergent vers un point.

3.5.1 Relaxation stochastique (SRS)

D'une fa�con g�en�erale, la quanti�cation vectorielle est un probl�eme d'optimisation

(voir par exemple [99]). Dans le cas d'un ensemble d'apprentissage discret (il y

a un nombre �ni d'�echantillons), Yair, Zeger et al. [122, 123] remarquent que les

solutions sont aussi un ensemble discret :

Soit � = [�

1

; : : : ; �

M

]

T

, l'ensemble d'apprentissage compos�e deM �echantillons

(vecteurs �

m

�a n dimensions). La quanti�cation de cet ensemble par N vecteurs-

codes, c'est-�a-dire sa partition en N classes distinctes, peut se noter en associant

�a chaque �echantillon �

m

le num�ero de la classe s

m

2 f1; : : : ; Ng. La partition de

tout l'ensemble est compl�etement d�ecrite par le vecteur d'�etat �a M composantes

enti�eres s = [s

1

; : : : ; s

M

]

T

. Si l'on consid�ere que la condition des centro��des tient

toujours, le \codebook" est compl�etement d�e�ni par s, puisque chaque vecteur x

i

est la moyenne des �

m

dont la classe est s

m

= i. Une distorsion (selon �eq. (3.2))

D(s) peut être associ�ee �a chaque �etat s.

Une fa�con g�en�erale de trouver un minimum global �a une fonction de coût D(s)

non-convexe d�e�nie sur un ensemble �ni d'�etats est le \recuit simul�e", m�ethode

introduite par Kirkpatrick et al. [64] et qui s'inspire de la m�ecanique statistique

(le terme de \recuit" est emprunt�e �a la m�etallurgie, o�u il d�esigne l'op�eration de

r�echau�age d'un alliage qui a subi un trempage dur, a�n d'am�eliorer ses quali-

t�es m�ecaniques). Le principe est une proc�edure stochastique permettant de faire

d�ecrô�tre D(s) d'une fa�con non-monotone dans le but d'�eviter les minima locaux.

2

Le cas du CL est un exemple extrême de comp�etition : G(i; �) vaut 1 si i = i

�

et 0 sinon;

mais comme d�ej�a dit, c'est un algorithme \winner-take-all" et non \winner-take-most".
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G�en�eralement, le recuit simul�e est mis en �uvre �a l'aide de l'algorithme de

Metropolis : A chaque it�eration, un nouvel �etat s est tir�e au hasard et va être

accept�e en fonction de la modi�cation �D de la fonction de coût qu'il entrâ�ne.

L'�etat est accept�e s'il fait diminuer le coût (�D < 0). En outre, il peut aussi

être accept�e, même quand �D � 0, selon une probabilit�e p = exp (��D=T ) qui

d�epend du param�etre T , appel�e temp�erature par r�ef�erence aux syst�emes physiques.

Pour une temp�erature T constante, ce processus de transition est une châ�ne de

Markov [23] qui converge en loi vers la loi stationnaire :

P (s) =

1

Z

exp (�D(s)=T ) (3:14)

o�u Z est un facteur de normalisation tel que la somme des probabilit�es de tous les

�etats possibles donne bien 1 (pour voir les relations qui existent entre Z, l'�energie

libre et l'entropie, voir [57]). Cette loi est connue sous le nom de distribution de

Boltzmann-Gibbs des �etats s.

Lorsque la temp�erature n'est pas �xe, mais qu'elle d�ecrô�t su�samment lente-

ment, il a �et�e montr�e qu'une telle proc�edure �evite les minima locaux et converge

vers un minimum global de D(s). Plus pr�ecis�ement, il existe une constante C

0

telle que, si :

lim

t!1

T (t) ln(t) � C

0

(3:15)

et que T (t) est d�ecroissante, alors la r�epartition des �etats converge en loi vers la loi

uniforme sur tous les minima globaux de D(s). En pratique, on n'utilise pas une

d�ecroissance logarithmique C= ln(t), mais plutôt une d�ecroissance exponentielle

T (t) = a

t

avec a faiblement inf�erieur �a 1 [23].

Une variante de mise en �uvre, mieux adapt�ee pour les probl�emes comme

celui-ci o�u le vecteur d'�etat n'est pas binaire mais multivalu�e, est connue sous le

nom d'\�echantilloneur de Gibbs". Au lieu de proposer un nouvel �etat au hasard

et de l'accepter conditionnellement, un nouvel �etat est tir�e selon la distribution de

Gibbs et est toujours accept�e. Alors que l'algorithme de Metropolis peut proposer

beaucoup d'�etats qui seront rejet�es (surtout aux basses temp�eratures), l'�echan-

tilloneur de Gibbs va toujours prendre un nouvel �etat. Pour parvenir �a faire le ti-

rage selon cette distribution, on ne proc�ede au changement que d'une composante

du vecteur d'�etat, et on calcule la distribution conditionnelle de cette composante

sachant les autres inchang�ees. Consid�erons le changement de la composante s

m

de s, qui va passer, disons, de sa valeur actuelle j �a une nouvelle valeur i tir�ee au

hasard (i; j 2 f1; : : : ; Ng; on choisit donc d�esormais de repr�esenter �

m

par x

i

et

non plus par x

j

). Le nouvel �etat propos�e est ainsi s = [s

1

; : : : ; s

m

= i; : : : ; s

M

]

T

,

toutes les autres composantes s

k 6=m

restant inchang�ees. Pour rester dans le cadre

d'une distribution de Boltzmann-Gibbs des �etats, Yair et al. montrent qu'il su�t
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de choisir i suivant la distribution conditionnelle :

P

m

(i) = P (s

m

= i j s

k

8k 6= m) =

exp (�k�

m

� x

i

k =T )

P

N

j=1

exp (�k�

m

� x

j

k =T )

(3:16)

qui s'exprime en fonction du \codebook", et dont on remarque en passant qu'elle

est aussi du type Boltzmann-Gibbs.

Lorsque la temp�erature est in�nie, P

m

(i) vaut 1=N quel que soit i : tous les

neurones ont la même chance de gagner. A l'inverse, quand T ! 0, la distribution

tend vers une fonction delta autour du gagnant euclidien (1 pour celui-ci et 0 pour

les autres), c'est-�a-dire que l'algorithme tend vers un simple CL.

Une it�eration de l'algorithme propos�e par Yair et al. , appel�e \Stochastic

Relaxation Scheme" (SRS), se r�esume donc �a quatre �etapes :

1. Choisir al�eatoirement un vecteur �

m

de la base �. Sa partition actuelle est

s

m

= j.

2. Calculer les N valeurs de P

m

(i) selon (3.16), et tirer au hasard un indice i =

i

�

selon cette distribution. Le vecteur correspondant x

i

�

est appel�e \gagnant

stochastique", tandis que le vecteur x

j

, qui repr�esentait pr�ec�edemment �

m

,

est appel�e le \perdant stochastique".

3. Rapprocher le gagnant de �

m

, et �eloigner le perdant, selon :

x

i

�

 x

i

�

+

1

N

i

�

+ 1

(�

m

� x

i

�

)

x

j

 x

j

�

1

N

j

(�

m

� x

j

) (3.17)

avec N

i

le nombre de vecteurs repr�esent�es par x

i

: N

i

= card fs

k

j s

k

= ig.

4. Adapter la temp�erature T .

Si cet algorithme n'est pas encore tout �a fait un \winner-take-most" (seules

deux unit�es sont adapt�ees �a chaque it�eration), il permet d'introduire le \soft

competition scheme" qu'on va voir au paragraphe suivant.

3.5.2 \Soft Competition Scheme" (SCS)

Toujours dans [122], les auteurs proposent une version d�eterministe du SRS, le

\Soft Competition Scheme" (SCS). Au lieu du principe stochastique o�u l'on choisit

selon la distribution conditionnelle (3.16) l'indice d'un gagnant et d'un perdant,
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dans le SCS tous les vecteurs-codes sont adapt�es �a chaque it�eration selon (3.13),

en prenant pour G(i; �) la valeur de cette distribution conditionnelle. Ainsi,

G(i; �) = P

m

(i) =

exp (�k� � x

i

k =T )

P

N

j=1

exp (�k� � x

j

k =T )

: (3:18)

De plus, pour favoriser les unit�es qui n'ont pas boug�e depuis longtemps (pour

�eviter les unit�es mortes), chaque unit�e poss�ede son propre facteur de gain :

�

i

(t) =

 

1 +

t�1

X

k=1

G

k

(i)

!

�1

; (3:19)

o�u k repr�esente toutes les it�erations pr�ec�edentes (k 2 f1; : : : ; t � 1g) et G

k

(i)

repr�esente le gain de l'unit�e i �a l'it�eration k. Ce m�ecanisme est une g�en�eralisation

de la m�ethode employ�ee par le FSCL (x 3.4) pour �eviter les unit�es mortes au cas

o�u plusieurs unit�es sont adapt�ees �a chaque it�eration.

L'�equation (3.18) montre comment une sorte de comp�etition plus ou moins

franche est instaur�ee entre les unit�es. Pour une temp�erature �elev�ee, la comp�etition

est faible voire inexistante : tous les G(i) sont �a peu pr�es identiques (ils tendent

vers 1=N quand T ! 1). Par contre, quand T ! 0, G(i) vaut 1 pour le seul

gagnant euclidien et 0 pour les autres.

Malheureusement, sauf quand T ! 0, G(i) est une fonction continue avec

la distance, et deux unit�es qui se trouvent superpos�ees ou presque par les ha-

sards de la simulation (ou de l'initialisation) sont impossibles �a s�eparer. De plus,

l'algorithme aux temp�eratures �elev�ees tend �a agglutiner toutes les unit�es �a la

moyenne g�eom�etrique de la distribution. Ce ph�enom�ene n'arrivait pas avec la

version stochastique (SRS), o�u le facteur d'adaptation �etait r�eellement d�ecoupl�e

de la distance. C'est pour cette raison que les auteurs ont d�evelopp�e un pro�l de

temp�erature assez d�elicat �a contrôler, en exponentielles d�ecroissantes par mor-

ceaux avec des r�einitialisations p�eriodiques, et mettent �egalement en �uvre une

r�einitialisation p�eriodique des �

i

. Les simulations que nous avons faites montrent

que l'algorithme est di�cile �a contrôler, et, d'autre part, qu'il converge beaucoup

plus lentement que le GLA. Toutefois, quand il fonctionne il permet d'atteindre

une meilleure quanti�cation (environ 1.5dB SNR de mieux en moyenne, le signal

sur bruit |SNR| �etant ici d�e�ni comme le rapport entre la distorsion moyenne

et la norme de l'�ecart-type des vecteurs).

Le SCS n'est donc pas le meilleur exemple de \winner-take-most" que nous

puissions imaginer et illustre la di�cult�e d'�eviter le collage des unit�es.
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3.5.3 Cartes de Kohonen

L'algorithme de Kohonen, sous ses diverses formes, sera repris en d�etail dans le

chapitre 4, et nous nous int�eresserons ici uniquement �a son aspect \winner-take-

most".

Comme on le verra, l'adaptation faite par cet algorithme peut s'�ecrire sous la

forme g�en�erale (3.13), o�u G(i) repr�esente alors une fonction du voisinage physique

des unit�es, qui sont r�eparties sur une grille. Appelons y

i

cette position des unit�es

sur la grille, et d(y

i

;y

j

) la distance de grille entre deux unit�es. Cette distance

peut être n'importe quelle norme L

p

de la di��erence des coordonn�ees sur la grille.

En g�en�eral, G(i) est choisi selon une des deux variantes suivantes :

1. Voisinage gaussien :

G(i) = exp

 

�

d

2

(y

i

;y

i

�

)

�

2

!

; (3:20)

avec d(:; :) la distance euclidienne (norme L

2

).

2. Voisinage rectangulaire :

G(i) =

(

1 si d(y

i

;y

i

�

) � �

0 sinon

; (3:21)

avec le plus souvent d(:; :) la distance \�echiquier" (norme L

1

), qui est le

maximum des di��erences de composantes (la portion de grille o�u G(i) = 1

est un carr�e centr�e autour du gagnant).

Dans les deux cas, � repr�esente le rayon du voisinage, et ce voisinage est centr�e

autour du gagnant euclidien, i

�

.

Il faut bien voir que ce voisinage d�e�nit une r�egion connexe dans l'espace

physique des neurones (la grille), mais pas forc�ement dans l'espace des poids de

ces neurones. En e�et, la proximit�e des neurones dans l'espace des poids peut être

compl�etement di��erente de celle dans la grille (les deux �nissent par correspondre

si l'auto-organisation s'est bien d�eroul�ee).

Les neurones ont une position de grille �xe; ils ne sont jamais superpos�es dans

cet espace. Par cons�equent, deux neurones dont les vecteurs-poids seraient coll�es

�a un instant donn�e peuvent toujours être s�epar�es par la suite, puisque leur facteur

d'adaptation selon (3.20) ou (3.21) peut être di��erent.

Dans cet algorithme, c'est donc la structure de voisinage dans un autre espace

que celui des poids qui permet de d�ecoupler le facteur d'adaptation de la simple

distance entre � et les x

i

.
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De fait, on constate dans les simulations que même lorsque les poids ont �et�e

coll�es (�a la suite par exemple du maintien prolong�e d'un grand rayon �, ce qui

produit un e�et de \pincement"), ils �nissent rapidement par se s�eparer d�es que

les conditions redeviennent \normales".

3.5.4 \Neural Gas"

Un autre algorithme, qui fera �egalement l'objet d'un chapitre s�epar�e (chapitre 5),

a r�ecemment �et�e propos�e par Martinetz et al. [89, 119].

Dans cet algorithme, appel�e \Neural Gas", toutes les unit�es sont tri�ees �a

chaque it�eration en fonction de leur proximit�e par rapport au vecteur d'entr�ee �.

Un rang de proximit�e k est donc attribu�e �a chaque unit�e (notons par commodit�e

k(i) le rang de l'unit�e i et i(k) le num�ero de l'unit�e de rang k) de fa�con que :

�

0

< �

1

< � � � < �

k

< � � � < �

N�1

(3:22)

avec la distance de rang k

�

k

=





� � x

i(k)





 (3:23)

L'unit�e i de rang k(i) = 0 est le gagnant euclidien, celle de rang k = 1 vient

juste apr�es, etc. L'adaptation suit toujours la forme g�en�erale (3.13), avec le facteur

d'adaptation

G(i) = exp

 

�

k(i)

�

!

: (3:24)

Toutes les unit�es sont adapt�ees �a chaque it�eration. L'algorithme peut être vu

comme une sorte de carte de Kohonen avec une grille �a une seule dimension, dont

la topologie est red�e�nie �a chaque it�eration et dont le gagnant se trouve toujours

�a une extr�emit�e. Le d�ecouplage entre distance et facteur d'adaptation provient

ici du fait que leur relation n'est pas continue, mais ordinale. Quelle que soit la

proximit�e des vecteurs-poids, la di��erence minimum de rang est 1 (pour deux

unit�es ex �quo, l'ordre est choisi au hasard).

3.6 Quanti�cation par arbre

Repenchons-nous un instant sur la partie o�u l'on recherche un gagnant. Sur une

machine s�equentielle, cette partie qui implique le calcul de N distances en n di-

mensions est tr�es coûteuse quand N et n sont grands. Ceci est assez ennuyeux

puisque non seulement cette recherche est faite �a chaque it�eration lors de l'ap-

prentissage (elle en prend souvent la part pr�epond�erante), mais aussi �a chaque

it�eration de codage, lors de la phase d'exploitation apr�es que le \codebook" a �et�e

�etabli.
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Plutôt que de rechercher le gagnant d'une fa�con s�equentielle, on pourrait sou-

haiter une structure organis�ee qui permette d'acc�el�erer la proc�edure. C'est le cas

des repr�esentations par arbre binaire, dont chaque n�ud fait une dichotomie de

la distribution et dont les feuilles indiquent les vecteurs-codes.

Dans [47], Gersho et Gray indiquent qu'on peut transformer n'importe quel

\codebook" en un tel arbre. Chaque n�ud k repr�esente un sous-ensemble X

k

des

vecteurs-codes x

i

, ainsi qu'un hyperplan s�eparateur :

�

k

=

n

x 2 IR

n

�

�

� s

T

k

x� c

k

= 0

o

: (3:25)

On assigne au sous-arbre de gauche tous les x

i

qui repr�esentent des points d'un

côt�e du plan et au sous-arbre de droite ceux qui repr�esentent des points de l'autre

côt�e. Dans chaque sous-arbre, les points ainsi a�ect�es sont �a nouveau partitionn�es

en deux classes par un nouveau plan, et ainsi de suite jusqu'aux n�uds terminaux

qui ne repr�esentent qu'un seul vecteur-code. Les n�uds interm�ediaires ne stockent

que la normale s

k

et la constante c

k

de leur plan, tandis que les n�uds terminaux

stockent le vecteur-code x

i

qu'ils repr�esentent.

Lorsqu'un vecteur d'entr�ee � est pr�esent�e, on teste de quel côt�e il se trouve

du plan s�eparateur du n�ud racine, et on descend dans le sous-arbre correspon-

dant. On recommence ce test r�ecursivement jusqu'�a aboutir au n�ud terminal

qui repr�esente le gagnant x

i

�

.

L'aspect crucial qui rend possible cette repr�esentation est d'admettre que, �a

chaque niveau, certains vecteurs-codes peuvent se trouver �a la fois repr�esent�es

par le sous-arbre de gauche et par celui de droite. En e�et, au n�ud k, les x

i

2

X

k

dont la zone de dominance (dans le pavage de Vorono�� par tous les x

i

) est

coup�ee par le plan �

k

repr�esentent des points des deux côt�es du plan. Pour ces

vecteurs-codes particuliers, le plan n'est pas discriminant et, par cons�equent, on

ne peut les omettre ni d'un côt�e ni de l'autre. En revanche, les points dont la

zone de dominance est enti�erement d'un côt�e du plan ne �gurent que dans un des

sous-arbres. On obtient ainsi un arbre d'une profondeur un peu plus grande que

log

2

N , mais dont l'emploi reste n�eanmoins tr�es e�cace (on remplaceN calculs de

distances par a log

2

N produits scalaires). Les deux probl�emes de cette m�ethode

sont :

1. Pour chaque n�ud k, trouver un \bon" plan s�eparateur, c'est-�a-dire qui

r�epartisse de la fa�con la plus �equitable le sous-ensembleX

k

, et en minimisant

le nombre des vecteurs-codes qui doivent apparâ�tre dans les deux sous-

arbres parce que leur r�egion de dominance est coup�ee par �

k

.

2. Estimer e�cacement si la r�egion de dominance d'un x

i

est coup�ee par un

plan. Ce point est particuli�erement d�elicat en raison de la di�cult�e de cal-

culer le pavage de Vorono�� (surtout en grandes dimensions).
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L'arbre est donc assez di�cile �a construire et, malgr�e le d�eveloppement de

m�ethodes heuristiques (voir [47]), on r�eserve en pratique son usage pour l'exploi-

tation du \codebook", en l'�etablissant une fois pour toutes apr�es que ce dernier a

�et�e d�etermin�e.

Il existe par contre des m�ethodes de quanti�cation par arbre qui n'ont pas

pour objet de construire l'arbre �a partir d'un \codebook", mais qui �etablissent les

deux en même temps. Parmi ces m�ethodes, l'une des plus r�ecentes semble parti-

culi�erement e�cace, c'est la quanti�cation vectorielle par composante principale

(\Principal Component Vector Quantization Algorithm" | PCVQA), d�evelopp�ee

par Huang et Huang [58].

PCVQA est un algorithme qui �etablit un arbre similaire �a celui pr�ec�edemment

d�ecrit, de fa�con �evolutive en partant de la racine. Tout d'abord, la moyenne

de la distribution est estim�ee : �

0

=

E

[f� 2 �g]. Ensuite, un vecteur unitaire

u

0

supportant la plus grande variance de la distribution est calcul�e, selon une

des m�ethodes �etudi�ees pour l'ACP (x 2.4). Le premier plan s�eparateur est alors

�

0

: fx

�

�

� u

T

0

(x� �

0

) = 0g. Il partitionne la distribution � en deux parties �

0

et �

1

de part et d'autre du plan. On s�electionne alors la r�egion la plus \allong�ee"

(c'est-�a-dire celle dont la matrice de covariance poss�ede la plus grande premi�ere

valeur propre) et l'on recommence la proc�edure pour cette r�egion. Cette s�election

se fait �a chaque �etape parmi toutes les r�egions terminales trouv�ees jusqu'alors

(celles des feuilles de l'arbre). Quand on a su�samment subdivis�e l'espace (c'est-

�a-dire qu'on a obtenu N r�egions terminales), le \codebook" est compos�e des N

centres de gravit�e �

k

des r�egions terminales, et l'arbre est d�ej�a prêt �a l'emploi !

En pratique, Huang et Huang d�ecrivent des m�ethodes num�eriques puissantes

pour trouver les u

k

ainsi que la r�egion la plus \allong�ee". Ces m�ethodes, que nous

ne d�ecrirons pas ici, sont le quotient de Rayleigh pour estimer la plus grande valeur

propre et la m�ethode des puissances (et son acc�el�eration par le �

2

d'Aitken) pour

chercher une approximation du premier vecteur propre.

Le r�esultat de ces optimisations est un algorithme n�ecessitant beaucoup moins

de temps calcul que le GLA par exemple, non seulement �a l'exploitation mais

�egalement lors de la construction du \codebook". De plus, les r�egions cr�e�ees sont

tr�es r�eguli�eres du point de vue de l'entropie.

3.7 Apprentissage comp�etitif avec r�egularisa-

tion (CLR)

Jusqu'ici, on a consid�er�e que le but de la quanti�cation vectorielle �etait de mini-

miser la distorsion moyenne de reconstruction (3.2). Même sans l'utilisation des

techniques pour �eviter les unit�es mortes (x 3.4), cela conduit �a faire respecter
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la densit�e de distribution des donn�ees � par celle des vecteurs-codes x

i

. Cette

tendance est explicitement renforc�ee dans les algorithmes de type FSCL (voir

x 3.4).

Si cela est utile en compression de donn�ee, o�u l'on souhaite reconstruire les

vecteurs d'entr�ee apr�es quanti�cation avec une erreur moyenne minimale, il existe

des cas o�u ce respect de la densit�e est superu, parce que l'on souhaite seulement

connâ�tre l'espace occup�e par les donn�ees. Autrement dit, on d�esire obtenir une

quanti�cation r�eguli�ere pr�ealablement �a l'estimation des fonctions de densit�e de

probabilit�e. Par exemple, en classi�cation (o�u l'on cherche seulement �a discriminer

les donn�ees en classes et non �a les reconstruire apr�es compression), on s'int�eresse

surtout aux fronti�eres entre classes, et non �a la distribution �a l'int�erieur de ces

classes. D'autre part, dans notre contexte g�en�eral d'analyse de donn�ee en grandes

dimensions, on aimerait s�eparer le support de la distribution (la vari�et�e, voir

x 2.5.1) de la densit�e sur ce support.

Une m�ethode que nous avons d�evelopp�ee pour diminuer l'importance de la

densit�e dans la quanti�cation est de r�egulariser la r�epartition des vecteurs-codes.

G�en�eralement, on r�egularise des valeurs qui sont attach�ees �a des positions sur

une grille. Dans ce cas, la structure r�eguli�ere de voisinage entre points permet

d'appliquer des �ltres passe-bas par la convolution d'un noyau sur les valeurs. Ce

genre de proc�ed�e est abondamment employ�e en traitement d'image, par exemple

lorsqu'on veut \adoucir" une image. Les valeurs �a r�egulariser sont alors celles des

pixels de l'image, dont la position est r�eguli�ere. Chaque pixel poss�ede 4 voisins

(sauf aux bords) et un �ltrage par convolution est possible.

Dans notre cas, le probl�eme est plus compliqu�e puisque les valeurs �a r�egulariser

sont les positions elles-mêmes, et aucune structure de voisinage r�eguli�ere n'est

a priori disponible. Une exception cependant : les cartes de Kohonen, o�u les

unit�es ont un arrangement r�egulier dans un espace annexe de basse dimension

(g�en�eralement � 3). La r�egularisation des vecteurs-codes qui sont attach�es aux

unit�es et qui quanti�ent la distribution provient ici de ce que, lors de l'adaptation,

le gagnant entrâ�ne avec lui les vecteurs-codes de ses proches voisins dans la grille.

Lorsque la fonction de voisinage est \douce" (par exemple le voisinage gaussien),

il y a un e�et d'interpolation (voir x 4.3). En dehors de ce cas particulier, on ne

sait pas sur quel voisinage s'appuyer, puisque l'�echantillonnage est irr�egulier. On

pourrait bien chercher comme voisins des points proches et \bien r�epartis" en

direction, mais ce crit�ere est di�cile �a d�e�nir, surtout en grandes dimensions.

Notre premi�ere �etape va donc consister �a fabriquer une telle structure de voi-

sinage, �a l'aide d'une technique int�eressante emprunt�ee �a la version originale du

\Neural Gas" [89]. Cette technique, qu'on pourrait appeler celle des liens dyna-

miques, consiste �a cr�eer des liens entre des unit�es qui ont des activit�es corr�el�ees.

C'est un peu l'id�ee de la r�egle de Hebb, sauf qu'ici ces liens ne transmettent au-
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Figure 3.4: Les \liens dynamiques".

Ils approximent assez bien la

triangulation de Delaunay.

cune activit�e, ce ne sont pas des connexions fonctionnelles; ils ne sont l�a que pour

nous informer de la structure locale de l'espace. La m�ethode peut s'appliquer �a

n'importe quel type de quanti�cation par r�eseau comp�etitif. L'�evolution des liens

est r�egie selon deux r�egles :

� A chaque it�eration, un lien est cr�e�e ou rafrâ�chi entre le gagnant euclidien

(l'unit�e i

�

dont le vecteur x

i

�

est le plus proche de l'entr�ee �) et la deuxi�eme

plus proche unit�e (celle qui serait gagnante si i

�

n'existait pas).

� Un lien qui n'a pas �et�e rafrâ�chi dans les T derni�eres it�erations disparâ�t. T

est la p�eriode de vie des liens et peut varier au cours du temps (en g�en�eral,

elle est inversement proportionnelle �a �(t), de fa�con �a avoir une courte dur�ee

de vie des liens quand les unit�es bougent beaucoup).

Une fois que les vecteurs-codes commencent �a se stabiliser (lorsque le gain �(t)

est devenu su�samment petit) et si la p�eriode T est \ad�equate", l'ensemble des

liens est une bonne approximation de la triangulation de Delaunay des vecteurs-

codes (�gure 3.4). En e�et, o�u qu'il tombe, un vecteur � va toujours cr�eer un lien

entre deux zones de Vorono�� adjacentes, et le lien sera perpendiculaire au plan

s�eparateur de ces deux zones.

Appelons c

ij

l'indicateur de la pr�esence d'un lien entre x

i

et x

j

, et notons

l'ensemble des N

i

voisins de x

i

par V

i

:

c

ij

=

(

1 si 9 lien(i; j)

0 sinon

V

i

= fj j c

ij

= 1g (3.26)

N

i

= card(V

i

) (3.27)
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Figure 3.5: La r�egularisation

sans e�et de bord. (a) Situation

de d�epart, avec le vecteur de

r�egularisation r

i

correspondant

�a cette situation. (b) R�esultat

de plusieurs it�erations de

r�egularisation sur le point i.

Sur la structure de voisinage ainsi d�e�nie, nous pouvons appliquer une r�egu-

larisation par l'ajout d'un terme �a la r�egle d'adaptation. Ce terme ne peut pas

être simplement un rapprochement du point vers le barycentre de ses voisins,

comme il est coutume de le faire avec un �ltre passe-bas. En e�et, pour les points

pr�es du bord, dont tous les voisins sont du côt�e de l'int�erieur de la distribution,

on assisterait dans ce cas �a une attraction vers le centre de la distribution (c'est

d'ailleurs ce qui se passe dans les cartes de Kohonen : l'e�et de bord). Nous allons

plutôt chercher �a �egaliser les distances qui s�eparent le point de ses voisins, en

minimisant la variance des longueurs de liens, mais sans modi�er leur moyenne.

On obtient, en consid�erant que la moyenne �

i

des longueurs des liens varie peu

dans l'op�eration (on ne la d�erive donc pas) :

Var

j2V

i

(kx

i

� x

j

k) =

E

j2V

i

h

(kx

i

� x

j

k � �

i

)

2

i

=

1

N

i

X

j2V

i

(kx

i

� x

j

k � �

i

)

2

(3.28)

r

i

= �

@

@x

i

Var

j2V

i

(kx

i

� x

j

k) = �

@

@x

i

1

N

i

X

j2V

i

(kx

i

� x

j

k � �

i

)

2

=

2

N

i

X

j2V

i

(kx

j

� x

i

k � �

i

)

x

j

� x

i

kx

j

� x

i

k

(3.29)

Observons la forme du gradient de r�egularisation r

i

(3.29). La contribution

de chaque lien est son vecteur directeur pond�er�e par la di��erence entre sa propre

norme et la normemoyenne. Il n'y a pas d'e�et de bord : un point qui se trouverait

�a \un coin" de la structure de voisinage n'est pas attir�e par ses voisins, mais ses

liens avec eux sont �egalis�es (�gure 3.5).

Un apprentissage comp�etitif (CL) peut être muni de ce terme de r�egulari-

sation, ce qui donne la r�egle d'adaptation de l'algorithme que nous appelons

\Competitive Learning with Regularization" (CLR) :

x

i

�

 x

i

�

+ �(t)(� � x

i

�

) + (t)r

i

x

i

�

 x

i

�

+ �(t)(� � x

i

�

) +
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(t)

2

N

i

�

X

j2V

i

�

(kx

j

� x

i

�

k � �

i

�

)

x

j

� x

i

�

kx

j

� x

i

�

k

(3.30)

o�u (t) est un param�etre similaire �a �(t), qui contrôle l'importance de la r�egulari-

sation. Il est int�eressant de voir qu'en faisant fonctionner l'algorithme avec � = 0

et  6= 0, on obtient en quelques it�erations un arrangement hexagonal centr�e.

On peut contrôler (t) pour obtenir une r�egularisation plus ou moins forte. En

r�eduisant  �a 0, on obtient �evidemment le simple CL. En g�en�eral, (t) varie en

1=t entre 0:5 et 0, mais on peut aussi le laisser constant pendant tout l'appren-

tissage. Dans ce cas, comme �(t) varie aussi en 1=t (comme pour le CL simple),

l'importance relative de la r�egularisation devient pr�epond�erante.

Dans la �gure 3.6, on montre la di��erence entre le CL et le CLR dans le

cas de distributions de densit�e non-uniforme. On remarque que la r�epartition des

vecteurs-codes est ind�ependante de la densit�e dans le cas du CLR.
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a b

c d

Figure 3.6: Comparaison de quanti�cation vectorielle avec ou sans r�egularisation. (a et b) CL

simple. (c et d) CL avec r�egularisation sur le support des liens dynamiques (CLR). Le facteur

de r�egularisation a �et�e �x�e ici de fa�con permanente �a  = 0:5. A gauche : la densit�e est une

exponentielle d�ecroissant avec l'abscisse curviligne. A droite : distribution gaussienne.



Chapitre 4

Cartes auto-organis�ees

4.1 Introduction

De mani�ere g�en�erale, la quanti�cation vectorielle ne s'int�eresse pas �a la disposition

physique des unit�es. On pourrait toutefois placer ces derni�eres sur une ligne ou

sur un plan et modi�er un peu les r�egles d'adaptation pour que cette position

repr�esente une information, par exemple que les unit�es dont les vecteurs-poids

sont proches dans l'espace d'entr�ee soient aussi proches par leur emplacement

physique. C'est pr�ecis�ement ce que nous apportent les r�eseaux auto-organis�es, et

la fonction ainsi cr�e�ee s'appelle \extraction ou mapping de caract�eristiques", ou

encore \mapping pr�eservant la topologie".

L'un des premiers �a aborder cette question est Von der Malsburg qui, en 1973,

cherchait �a comprendre la formation des colonnes d'orientation dans le cortex

visuel [118], puis celle des cartes r�etinotopiques en 1976 avec Willshaw [120]. Le

mod�ele qu'il a propos�e est un r�eseau de la forme illustr�ee �a la �gure 4.1(a), o�u

la couche inf�erieure repr�esente des capteurs (visuels en l'occurrence) organis�es en

grille bidimensionnelle (une image de n = w

i

�h

i

pixels) et la couche sup�erieure un

r�eseau de neurones �egalement organis�es en grille (de N = w

o

� h

o

neurones). Les

deux couches sont compl�etement interconnect�ees, c'est-�a-dire que chaque neurone

a un vecteur-poids de n dimensions (chaque pixel est connect�e, par une connexion

sp�eci�que, avec chaque neurone).

Par ailleurs, au sein de la grille de neurones, des connexions sont pr�esentes

entre les neurones, excitatrices �a courte distance et inhibitrices �a longue distance,

selon un pro�l en \chapeau mexicain" (�gure 4.2). Lorsqu'un motif d'activit�e

� des capteurs est pr�esent�e, les neurones r�epondent par une activit�e plus ou

moins forte selon la proximit�e de leur vecteur-poids �a ce motif �. Une coop�era-

tion/comp�etition a lieu entre les neurones qui s'activent ou s'inhibent mutuelle-

ment au moyen des connexions lat�erales. Contrairement au \Competitive Lear-

69
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Figure 4.1: Architectures des cartes auto-organis�ees. (a) Mod�elisation de la r�etinotopie selon

Von der Malsburg. Les capteurs sont dispos�es sur un plan (une \r�etine" de n = w

i

�h

i

pixels).

Les neurones sont aussi dispos�es sur un plan (le \cortex", selon une grille de N = w

o

� h

o

neu-

rones). Les deux couches sont compl�etement connect�ees (on ne montre que quelques connexions

ici). (b) Simpli�cation : le plan de capteurs est remplac�e par des entr�ees avec des valeurs conti-

nues.

Figure 4.2: Les connexions r�ecursives entre les neurones ont une valeur qui varie en fonction

de la distance lat�erale, selon un pro�l en \chapeau mexicain". Les neurones proches s'activent

entre eux (coop�eration), parce que les connexions �a courte distance sont excitatrices. A l'in-

verse, les connexions distantes sont inhibitrices (comp�etition). En r�ealit�e, on peut fabriquer le

chapeau mexicain par la di��erence de deux gaussiennes. Ce pro�l r�esulterait ainsi de la super-

position de connexions exclusivement inhibitrices selon une gaussienne large, et de connexions

exclusivement excitatrices selon une gaussienne plus �etroite mais moins aplatie. Ceci permet

�eventuellement de faire varier le rayon du chapeau mexicain sans que certaines connexions soient

oblig�ees de changer de signe (ce qui serait peu plausible du point de vue biologique).
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ning" (x 3.3), il n'y a pas qu'un seul gagnant qui �emerge de cette comp�etition,

mais une bulle d'activit�e centr�ee sur des neurones voisins. L'adaptation est faite

selon une r�egle de Hebb suivie d'une re-normalisation des poids; il en r�esulte un

rapprochement des poids des neurones de la bulle vers �. La di��erence fondamen-

tale par rapport �a la simple quanti�cation vectorielle (par un CL, par exemple)

tient dans cette adaptation de plusieurs neurones voisins, et non du seul gagnant.

Dans le cas du mod�ele de r�etinotopie, le but est d'apprendre, d'une fa�con non

supervis�ee, �a projeter un stimulus localis�e �a un endroit du plan de capteur vers

un endroit correspondant dans la carte de neurones. C'est donc une cartogra-

phie position-position. En pr�esentant des taches localis�ees sur plusieurs capteurs

voisins, on informe le r�eseau de l'organisation spatiale de ces capteurs, par une

redondance qui est ici la corr�elation entre capteurs voisins. Le r�eseau d�etecte

cette redondance et peut s'organiser en cons�equence. Un tel r�esultat serait im-

possible en pr�esentant des taches localis�ees sur un seul capteur �a la fois. Willshaw

et Von der Malsburg ont utilis�e des taches minimales : seuls deux capteurs ad-

jacents sont actifs. Plus tard, Takeuchi et Amari [115] ont montr�e (dans le cas

monodimensionnel de lignes continues de capteurs et de neurones) qu'il su�sait

que la largeur du \chapeau mexicain" soit su�samment grande par rapport �a

celle des taches pour obtenir une organisation correcte.

Dans le premier mod�ele, celui des orientations, les motifs appris sont des lignes

passant au centre du plan de capteurs et d'orientation al�eatoire. Le r�eseau ne fait

pas alors une correspondance position-position, mais apprend �a reconnâ�tre les

orientations. L'orientation pour laquelle se sp�ecialisent les unit�es change douce-

ment (avec des discontinuit�es par endroit) dans le plan des neurones (�gure 4.3).

Ce genre de cartes est tr�es utilis�e dans le cerveau, et de telles projections se

retrouvent aussi bien en provenance d'a��erences sensorielles (vue, ou��e, toucher)

que vers des zones motrices, ou même entre di��erentes aires corticales. Il semble

hautement improbable que les connexions qui participent �a ces projections to-

piques soient enti�erement d�etermin�ees g�en�etiquement. Au contraire, on a observ�e

qu'elles d�ependaient �egalement de l'exp�erience dans les premi�eres semaines de la

vie (voir les exp�eriences de Hubel et Wiesel sur les chats [59]). Même si l'on pense

actuellement que d'autres m�ecanismes que l'apprentissage non supervis�e sont �ega-

lement en jeu dans la formation des cartes, le mod�ele de Von der Malsburg a le

m�erite de prouver que les m�ecanismes qui produisent de l'auto-organisation peu-

vent être tr�es simples.
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Figure 4.3: Apprentissage de la s�electivit�e �a l'orientation. (a) Un des motifs d'activit�es des cap-

teurs pr�esent�es pendant l'apprentissage. (b) Champs r�ecepteurs des neurones. Chaque vecteur-

poids des neurones repr�esente un motif d'une certaine orientation. Il y a une certaine continuit�e

locale dans ces orientations, avec parfois des sauts.

4.2 Algorithme de Kohonen

Deux simpli�cations algorithmiques du mod�ele de Von der Malsburg permettent

d'obtenir les cartes auto-organisantes de Kohonen [66, 70]. Premi�erement, ce der-

nier a propos�e de remplacer le motif d'activit�e des capteurs par un vecteur �a

composantes continues (par exemple deux composantes qui d�e�nissent une posi-

tion dans le plan des capteurs). La structure du r�eseau prend donc la forme de la

�gure 4.1(b). D'autre part, le m�ecanisme de formation de la bulle par le jeu des

connexions lat�erales en pro�l de chapeau mexicain, qui prend beaucoup de temps

en simulation, est remplac�e par la prise en compte de l'e�et de cette bulle : il n'y

a plus de connexion lat�erale, et on proc�ede �a un simple calcul de gagnant, mais

l'adaptation se fait pour tous les neurones dans le voisinage du gagnant.

Avec ces deux modi�cations, les cartes peuvent être vues comme une quanti-

�cation vectorielle sous contrainte d'une structure de voisinage entre les unit�es.

Non seulement elles quanti�ent la distribution en fonction de sa densit�e, mais

de plus elles r�ealisent une projection de cette distribution vers la grille des neu-

rones en conservant la notion de proximit�e (au moins localement). Dans la �-

gure 4.5, on peut voir le r�esultat obtenu sur quelques distributions simples en

deux dimensions

1

. Dans ce type de repr�esentation, illustr�ee �a la �gure 4.4, les

petites croix repr�esentent la position des vecteurs-poids des unit�es. Ces croix sont

1

Ici, la propri�et�e de projection n'est pas tr�es int�eressante, puisqu'on ne change pas de dimen-

sion (entr�ee 2D, grille 2D). N�eanmoins, deux vecteurs �

i

proches vont activer deux neurones

proches dans la carte. On reviendra plus tard sur la propri�et�e de projection avec r�eduction de

dimension.
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Espace des poids

Espace des neurones

Figure 4.4: Principe de la repr�esentation usuelle du r�eseau de Kohonen dans l'espace des poids :

le vecteur-poids de chaque neurone est un point. Des lignes relient les points correspondant �a

des neurones adjacents dans la grille, ce qui permet de visualiser l'organisation des poids.

a b c d

e f g h

Figure 4.5: Quelques distributions dans le plan et leur quanti�cation par le r�eseau de Kohonen.

La repr�esentation du r�eseau (e,f,g,h) est faite dans l'espace des poids (voir �gure 4.4).
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reli�ees par une ligne quand les poids qui correspondent sont ceux de deux unit�es

adjacentes dans la grille de neurones. On obtient ainsi la vue d'une sorte de �let

�elastique dont les n�uds correspondent aux vecteurs-poids.

Une autre modi�cation par rapport au mod�ele de Von der Malsburg et au

premier algorithme de Kohonen concerne la d�etermination du gagnant. Au lieu de

consid�erer le maximumd'activit�e (max. du produit scalaire �

T

x

i

), on recherche le

minimumdes distances d(�;x

i

). Dans le cas de la distance euclidienne (k� � x

i

k),

et si les vecteurs-poids x

i

sont norm�es, cela revient au même. En e�et,

k� � x

i

k

2

= k�k

2

� 2�

T

x

i

+ kx

i

k

2

: (4:1)

Comme k�k

2

est ind�ependant de i et que kx

i

k

2

est constant si les poids sont

normalis�es, l'unit�e pour laquelle le produit scalaire est maximumest aussi celle qui

est la plus proche de � en distance euclidienne. Remarquons d'ailleurs que le carr�e

de la norme convient tr�es bien, puisqu'il s'agit seulement de d�etecter un minimum;

on �evite ainsi le calcul de racine carr�ee dans l'algorithme de recherche du gagnant.

L'avantage d'utiliser une distance plutôt que le produit scalaire permet d'�eviter

la normalisation des poids. On peut ainsi travailler avec des espaces d'entr�ee

pas forc�ement norm�es. Les distances le plus couramment utilis�ees d�erivent de la

distance g�en�eralis�ee de Minkowski (d

p

(a; b) = (

P

n

k=1

ja

k

� b

k

j

p

)

1

p

) et sont :

Euclidienne (p = 2) d

e

(a; b) =

q

(a� b)

T

(a� b)

u

u

�

�

�

�

�

�

�

�
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�

�

�

�
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�
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m
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P

n
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ja

k

� b

k

j

u

u

�

6

Chessboard (p =1) d

c

(a; b) = max

k

ja

k

� b

k

j

u

u

� -

La �gure 4.6 montre le pavage de l'espace par zones de dominance en fonction

de la distance utilis�ee.

Contrairement �a ce qui est parfois dit, distance de Manhattan et distance

euclidienne ne donnent pas des r�esultats similaires, même en consid�erant globale-

ment le processus d'auto-organisation. La distance de Manhattan peut avoir des
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a b c d

e f g h

Figure 4.6: Pavage de l'espace par zones de dominance en fonction de la distance utilis�ee :

(a,e) euclidienne, (b,f) produit scalaire, (c,g) de Manhattan, (d,h) Chessboard.

a

b

Figure 4.7: La distance de Manhattan peut

donner une fronti�ere \surfacique" par

endroit. Dans ce cas d�eg�en�er�e, tous les points

de la zone en noir sont �a la même distance de

a que de b.

e�ets pervers : par exemple, sur un plan, la fronti�ere des zones de dominance

de deux points situ�es sur une diagonale est surfacique par endroits (�gure 4.7).

Autrement dit, pour tous les points de cette surface-fronti�ere, le gagnant est in-

d�ecidable, ce qui peut être assez gênant. Bien sûr, il s'agit l�a d'un cas particulier

dont la probabilit�e est nulle quand on travaille en valeurs r�eelles. Mais, quand les

poids sont quanti��es (ce qui est justement le cas dans les applications sur circuits

num�eriques), la probabilit�e d'avoir deux points exactement sur une diagonale

n'est plus nulle et, de surcrô�t, elle augmente avec le nombre de dimensions. En-

�n et surtout, la distance euclidienne est une mesure isotrope, ce qui n'est pas

le cas de celle de Manhattan, et dans les simulations on constate une sorte de

polarisation des poids le long des axes des coordonn�ees.
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L'algorithme simpli��e est similaire au \Competitive Learning" (x 3.3), sauf que

l'adaptation ne se fait pas que pour un neurone, mais sur tout un voisinage dans

la grille. Appelons y

i

la position des unit�es sur la grille, et d(y

i

;y

j

) la distance

de grille entre deux unit�es i et j. L'adaptation des vecteurs-poids x

i

s'�ecrit alors :

x

i

 x

i

+ �(t)G(y

i

;y

i

�

)(� � x

i

) (4:2)

avec G(y

i

;y

i

�

) un facteur de pond�eration fonction de la distance dans la grille

autour du gagnant i

�

. A l'origine, le voisinage propos�e �etait simplement rectan-

gulaire :

G(i) =

(

1 si d(y

i

;y

i

�

) � �(t)

0 sinon

; (4:3)

avec d(:; :) la distance \�echiquier". La portion de grille o�u G(i) = 1 est ainsi un

carr�e de largeur 2�(t) centr�e sur le gagnant. L'adaptation est faite pour tous les

neurones de ce carr�e, et pour aucun autre.

Une variante souvent mentionn�ee [71, 104, 103] est d'utiliser un voisinage

gaussien, qui donne des r�esultats plus \doux" (�gure 4.8). Cette fonction de

voisinage s'�ecrit :

G(i) = exp

 

�

d

2

(y

i

;y

i

�

)

�

2

(t)

!

; (4:4)

avec d(:; :) la distance euclidienne.

Dans les deux cas, �(t) est le rayon du voisinage, qui diminue au cours du

temps en 1=t, au même titre que le facteur de gain �(t).

Le r�eseau est assez sensible �a ces param�etres. Par exemple, si �(t) diminue

trop vite, d'une part la distribution n'est pas bien couverte (comme avec le CL),

et d'autre part le respect de topologie n'est pas bon (�gure 4.9(b)). Si �(t) di-

minue trop rapidement par rapport �a �(t), on peut assister �a des replis, par

exemple en deux dimensions �a une con�guration \papillon" (�gure 4.9(c)). Si au

contraire il ne diminue pas assez vite, on peut alors avoir un e�et de \pincement"

(�gure 4.9(b)).

4.3 Voisinage gaussien

Comme on le voit dans la �gure 4.8, l'usage du voisinage gaussien donne des

r�esultats plus doux. Dans les cas o�u le nombre de points est faible par rapport

au nombre de neurones, on remarque en pratique un e�et d'interpolation : les

vecteurs-poids viennent couvrir l'espace entre les points �. Nous allons �etudier

ce ph�enom�ene �a l'aide d'un cas simple : le r�eseau et la distribution sont en une

dimension, et cette derni�ere n'est form�ee que des deux points 0 et 1 apparaissant
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a b c d

e f g h

Figure 4.8: Comparaison entre voisinage rectangulaire (en haut) et voisinage gaussien (en

bas) sur 10 000 it�erations au total. Le voisinage gaussien donne une con�guration des poids

plus \douce" en cours d'apprentissage.

a b c d

Figure 4.9: Quelques probl�emes qui peuvent survenir quand les param�etres �(t) ou �(t) ont un

pro�l inappropri�e. (a) Cas \normal", pour comparaison. (b) �(t) a diminu�e trop vite. (c) Con�-

guration en \papillon", qui r�esulte d'une diminution trop rapide de �(t) par rapport �a �(t).

(d) E�et de \pincement", dû �a une diminution trop lente de �(t).
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Figure 4.10: Explication de l'e�et d'interpolation produit par le voisinage gaussien : les poids

ont une position d'�equilibre qui est r�epartie selon une sigmo��de. (a) R�eseau partiellement or-

donn�e. (b) Situation interm�ediaire. (c) Situation obtenue si l'on poursuit l'apprentissage tr�es

longtemps avec un � faible.

chacun avec une probabilit�e

1

2

. Admettons que le r�eseau se soit d�ej�a partiellement

ordonn�e, comme dans la �gure 4.10, c'est-�a-dire que le gagnant se trouve toujours

�a l'une des deux extr�emit�es. Disons par exemple :

i

�

=

(

1 si � = 0

N si � = 1

: (4:5)

Comme la position des unit�es dans la carte peut se noter (par exemple) y

i

= i,

on a le d�eplacement du vecteur-poids de la i�eme unit�e :

�x

i

= �(t) exp

 

�

(i� i

�

)

2

�

2

(t)

!

(� � x

i

) (4:6)

Les deux cas possibles � = 0 et � = 1 donnent respectivement :

�

0

x

i

= ��(t) exp

 

�

(i� 1)

2

�

2

(t)

!

x

i

(4.7)

�

1

x

i

= �(t) exp

 

�

(i�N)

2

�

2

(t)

!

(1 � x

i

) (4.8)

A l'�equilibre (quand les x

i

ont atteint une position asymptotiquement stable),

la somme pond�er�ee des d�eplacements doit s'annuler en moyenne :

�

0

x

i

P (� = 0) + �

1

x

i

P (� = 1) = 0 (4:9)
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On a pos�e P (� = 0) = P (� = 1) =

1

2

. Donc, apr�es quelques manipulations

alg�ebriques, on trouve comme position d'�equilibre moyenne pour les poids :

x

i

=

1

1 + exp

�

�

2(N�1)

�

2

(t)

�

i�

N+1

2

��

(4:10)

L'�equation (4.10) est une sigmo��de centr�ee sur la moiti�e du r�eseau (

N+1

2

) et

passant en

1

2

�a ce point. La pente en ce point vaut

N�1

�

2

(t)

. Quand �(t) diminue au

cours du temps, on obtient ainsi une r�epartition des poids qui �evolue comme dans

la �gure 4.10.

On constate que quand � tend vers 0 (parce que t ! 1), aucun poids ne

se trouve entre 0 et 1 (la sigmo��de tend vers une fonction-seuil). Si toutefois on

tient compte du fait que le gain �(t) est devenu petit lui aussi, et qu'on arrête

la simulation quand � n'est pas trop petit, on obtient un e�et d'interpolation des

unit�es entre 0 et 1.

Cet e�et est encore renforc�e par l'ajout d'un terme en (1 � a

i

�

) dans la r�egle

d'apprentissage, o�u a

i

�

repr�esente l'activit�e du neurone gagnant entre 0 et 1. En

e�et, d�es que les deux neurones qui gagnent tour �a tour sont su�samment proches

des stimuli (0 et 1), ils stabilisent automatiquement les poids de tout le r�eseau.

C'est la r�egle de Schyns, qui, originellement [110], est d�e�nie lorsque les poids

sont norm�es et qu'on utilise le produit scalaire comme mesure de proximit�e (et

d'activit�e), mais qu'on peut �etendre au cas g�en�eral en rempla�cant a

i

par une

fonction de la distance.

4.4 Projection non-lin�eaire

Dans le cas g�en�eral, les vecteurs d'entr�ee � ont plus de deux composantes. Cela

ne va en principe pas gêner l'auto-organisation, pour autant que la dimension de

la grille soit adapt�ee au nombre de degr�es de libert�e de la distribution. Jusqu'�a

pr�esent, on a vu des grilles en une ou deux dimensions (en une dimension, c'est une

ligne), mais rien n'empêche d'utiliser des grilles �a trois dimensions (des \cristaux")

ou davantage. Cette dimension n'intervient que dans la d�e�nition du voisinage

2

.

Reprenons la distribution en \fer �a cheval", qui nous avait servi �a illustrer les

limites des m�ethodes d'analyse de donn�ees lin�eaires, comme l'ACP (x 2.4.4). La

carte de Kohonen place les poids de ses neurones dans la distribution, comme on

le voit �a la �gure 4.11. En consid�erant la position du vainqueur dans la grille y

i

�

2

Remarquons tout de même qu'avec une grille de dimension > 3, la fonction de voisinage

devient lente �a calculer; d'autre part, il faut beaucoup d'unit�es pour quanti�er correctement le

probl�eme.
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a b

Figure 4.11: Projection

non-lin�eaire par r�eseau de

Kohonen. (a) Distribution en

\fer �a cheval". (b) Placement

des poids sur la surface

gauche qui sous-tend la

distribution.

pour chaque vecteur d'entr�ee, on obtient la projection non-lin�eaire qu'on avait

souhait�ee �a la section 2.4.4 (�gure 2.5, page 39).

De même, en analysant la distribution du probl�eme de localisation (x 1.1) �a

l'aide d'une carte de Kohonen, on retrouve les coordonn�ees du point �a mesurer

par projection dans la carte (les coordonn�ees du gagnant, y

i

�

, correspondent �a un

facteur pr�es �a celles du point qu'on voulait retrouver). On a ainsi un syst�eme de

transformation de coordonn�ees, non-lin�eaire, qui permet de retrouver la position

�a partir d'un vecteur de 20 dimensions.

Les cartes auto-organisantes peuvent donc être vues comme une extension

non-lin�eaire de l'Analyse en Composantes Principales [8]. La carte va aller se

placer sur la vari�et�e des donn�ees et permettre une projection r�ev�elatrice de la

structure de ces donn�ees.

Cette technique a rencontr�e un grand succ�es dans le monde des ing�enieurs, qui

ont trouv�e un grand nombre d'applications �a cette \cartographie de caract�eristi-

ques", �a partir de donn�ees complexes vers une grille de neurones. Des applications

ont vu le jour dans un grand nombre de domaines, dont la robotique (transforma-

tion de coordonn�ees, apprentissage d'environnement [50, 103]), la reconnaissance

des formes (appariement de formes, reconnaissance de parole [69]), le contrôle de

proc�ed�es (par exemple les r�eseaux �electriques [94], ou la fabrication de circuits

VLSI [87]), la compression d'image [93] ou de palette de couleur [63]. La liste

n'est pas exhaustive. Une revue d'applications a �et�e donn�ee en 1990 par Kohonen

dans [71], et depuis il en est apparu beaucoup d'autres. Remarquons cependant

que parmi ces applications, un certain nombre n'utilisent pas la propri�et�e de

projection topologique, mais seulement le fait que l'algorithme de Kohonen fait

de la quanti�cation vectorielle. Par exemple, dans les applications mentionn�ees

de compression d'image ou de palette de couleur, on ne s'int�eresse absolument

pas �a la structure de la distribution. Les cartes auto-organisantes peuvent n�ean-

moins être plus int�eressantes qu'un autre algorithme de quanti�cation vectorielle,

parce qu'elles convergent relativement vite, même en dimensions �elev�ees, du fait

qu'il s'agit d'un algorithme \winner-take-most" (voir x 3.5). Toutefois, au vu des
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performances d'algorithmes de quanti�cation comme le PCVQA (x 3.6), le SRS

(x 3.5.1) ou le \Neural Gas" (chapitre 5), nous aurions tendance �a d�econseiller

les utilisations purement \quanti�cation vectorielle" des cartes de Kohonen. Il

vaut mieux r�eserver l'emploi de ces derni�eres pour leur propri�et�e particuli�ere de

projection topologique avec r�eduction de dimension.

Ces cartes sont-elles donc l'outil universel d'analyse de donn�ees non-lin�eaire

que nous appelions de nos v�ux en introduction (x 1.1) ? La r�eponse est non.

Nous verrons �a la section 4.6 que leur usage suppose des a priori bien gênants

sur la forme et la dimension de la vari�et�e des donn�ees.

4.5 Repr�esentations et mesures de qualit�e

En 1992, j'avais relev�e la relative pauvret�e des moyens d'analyse de la qua-

lit�e d'auto-organisation et des m�ethodes de repr�esentation des cartes de Koho-

nen [27, 28]. En e�et, malgr�e les nombreuses applications, l'�etude de la con�gu-

ration topologique des poids a �et�e peu �etudi�ee.

En fait, les seuls r�esultats dont on disposait �etaient ceux de Cottrell et son

�equipe, qui s'�etaient attaqu�es �a la d�emonstration de convergence vers un �etat

ordonn�e dans le cas monodimensionnel, avec une densit�e uniforme [22] ou non-

uniforme [12]. Ces d�emonstrations se basent sur la notion de classes absorbantes,

c'est-�a-dire de classes de con�gurations dont on ne ressort pas. Celles-ci se d�e-

�nissent par un nombre d'inversions dans l'ordre des poids plus petit ou �egal �a

une certaine valeur. L'essence de ces d�emonstrations est de prouver que le nombre

d'inversions ne peut que diminuer ou rester constant. La di�cult�e d'un tel sch�ema

de d�emonstration quand n � 2 est de d�e�nir une classe absorbante, ce qui semble

pour l'instant sans espoir.

Pour le reste, la plupart des articles ne font des consid�erations que sur la

qualit�e de la quanti�cation vectorielle (\Kohonen �a 0 voisins"), tout �a fait in-

d�ependante de la qualit�e de l'organisation. Par exemple, dans [76], di��erentes

variantes de l'algorithme sont compar�ees en fonction de la variance d'excitation

des di��erents neurones, qui n'est rien d'autre qu'une mesure de la qualit�e de la

quanti�cation.

4.5.1 Repr�esentation curviligne

Dans [29], on a propos�e une repr�esentation \curviligne" du r�eseau qui rappelle la

repr�esentation usuelle dans l'espace des poids, mais qui demeure applicable pour

un nombre arbitraire de dimensions. L'id�ee consiste �a consid�erer que la grille

de neurones d�ecrit une surface gauche dans l'espace des poids (comme dans la

�gure 4.11). On repr�esente les neurones selon les coordonn�ees curvilignes de cette
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surface, c'est-�a-dire en fonction de leurs distances respectives dans l'espace des

poids. On peut imaginer cette op�eration comme le \d�epliage" de la grille et sa

\mise �a plat" sur la surface de dessin. En pratique, on commence par positionner

les neurones des deux lignes m�edianes de la grille comme les axes sur lesquels on

va s'appuyer, puis les unit�es de toute la grille, de proche en proche, du centre

vers l'ext�erieur.

Consid�erons le quadrant sup�erieur droit (les autres se construisent de la même

mani�ere, par sym�etrie). Faisons r�ef�erence aux unit�es par leur position dans la grille

y

i

= [j; k]

T

, au lieu de le faire par leur indice i. Notons le poids correspondant

par x

j;k

. La position dans le dessin de cette unit�e sera [px(i; j); py(i; j)]

T

. Pla�cons

l'origine des indices au centre de la carte; j est l'indice horizontal dans la grille

(j 2 f0; : : : ; w=2g pour la moiti�e droite de la grille), et k l'indice vertical (k 2

f0; : : : ; h=2g pour la moiti�e sup�erieure), pour une grille de w � h unit�es. On

commence par �xer les unit�es des lignes m�edianes de la grille sur les axes du

dessin �a partir du centre :

px(0; 0) = py(0; 0) = 0 (4.11)

px(0; k) = 0 (4.12)

(a) py(0; k) = py(0; k � 1) + kx

0;k

� x

0;k�1

k (4.13)

(b) px(j; 0) = px(j � 1; 0) + kx

j;0

� x

j�1;0

k (4.14)

py(j; 0) = 0 (4.15)

Ensuite, on positionne de proche en proche les unit�es sur la base de celles qui

sont d�ej�a plac�ees :

(c) px(j; k) = px(j � 1; k) + kx

j;k

� x

j�1;k

k (4.16)

(d) py(j; k) = py(j; k � 1) + kx

j;k

� x

j;k�1

k (4.17)

Cette construction est sch�ematis�ee �a la �gure 4.12. La �gure 4.13 illustre la

repr�esentation curviligne avec une s�equence d'organisation d'un r�eseau 30 � 10

avec la distribution en \fer �a cheval".

Un contre-exemple int�eressant en grande dimension est lorsqu'on vient d'ini-

tialiser le r�eseau. La repr�esentation curviligne donne alors l'impression (�a tort

bien sûr) que le r�eseau est d�ej�a parfaitement bien organis�e : elle donne l'image

d'une grille parfaitement r�eguli�ere ! Ceci provient du fait qu'on a initialis�e les

poids avec des valeurs al�eatoires. Or on a vu �a la section 2.1 qu'en grandes di-

mensions la norme d'un vecteur aux composantes al�eatoires avait un �ecart-type

faible ou même n�egligeable par rapport �a sa moyenne. Ceci est �egalement vrai
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a

b

c

d

Figure 4.12: Construction de la repr�esentation \curviligne". Les labels `a', `b', `c' et `d' ren-

voient aux �equations (4.11) �a (4.17) (voir texte).
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Figure 4.13: S�equence d'organisation d'un r�eseau 30�10 avec la distribution en \fer �a cheval".

(a,b,c,d) Repr�esentation usuelle dans l'espace 3D des poids. (e,f,g,h) Repr�esentation curviligne.

pour la distance entre deux vecteurs al�eatoires, ce qui explique cette anomalie

dans la repr�esentation.

4.5.2 Mesure de d�esordre �

Toujours dans [29], nous d�e�nissons aussi une mesure scalaire de l'organisation

qui repr�esente le degr�e de d�esordre de la grille. Visuellement (quand on peut

repr�esenter le r�eseau dans l'espace des poids, en 2 ou 3 dimensions), on juge la

qualit�e d'organisation par la r�egularit�e de la grille dessin�ee. Cette r�egularit�e peut

se d�e�nir facilement dans n'importe quelle dimension.

Soit A

1

l'ensemble des couples (i; j) d'unit�es adjacentes sur la grille :

A

1

=

n

(i; j)

�

�

�





y

i

� y

j





 = 1

o

(4:18)

La mesure � est d�e�nie comme le rapport entre l'�ecart-type �

1

et la moyenne �

1

des distances entre les poids de ces unit�es adjacentes, c'est-�a-dire :

� =

�

1

�

1

(4:19)

avec :

�

1

=

E

i;j2A

1

(kx

i

� x

j

k) (4.20)
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�

1

=

r

Var

i;j2A

1

(kx

i

� x

j

k) (4.21)

Si la grille est parfaitement r�eguli�ere, � tend vers 0. A l'inverse, plus la grille

est d�esordonn�ee, plus � est grand.

Cette mesure est scalaire et instantan�ee. Elle o�re donc l'avantage de pouvoir

être trac�ee au cours du temps. On observe alors une premi�ere �etape croissante

correspondant �a la phase de mise en ordre du r�eseau (d�epliement), suivie d'une

d�ecroissance repr�esentant l'augmentation de r�egularit�e au cours du temps.

Pour les mêmes raisons que pour la repr�esentation curviligne du chapitre pr�e-

c�edent, la mesure � donne une valeur tr�es faible juste apr�es l'initialisation al�ea-

toire des poids. Autrement dit, elle nous indique (�a tort toujours) que le r�eseau

est parfaitement organis�e juste apr�es l'initialisation: : : Encore une fois, le th�eo-

r�eme 2.1 fait sentir ses e�ets.

4.5.3 Repr�esentation dy�dx

En proposant cette repr�esentation [27], nous avons g�en�eralis�e la mesure � pour

ne pas tenir compte uniquement des unit�es cons�ecutives, mais de toutes les unit�es

du r�eseau, quelle que soit leur distance de grille. Cette repr�esentation est en e�et

la distribution jointe des distances de grille et de poids, qu'on appelle parfois

aussi diagramme de dispersion de ces deux types de distances. Pour la tracer, on

tire des couples al�eatoires (i; j) de neurones. Chacun de ces couples est distant

de dx(i; j) = kx

i

� x

j

k dans l'espace des poids, et de dy(i; j) =





y

i

� y

j





 dans

l'espace de la grille. On a�che un point en [dy; dx]

T

pour tous les couples de

neurones possibles

3

. L'op�eration est illustr�ee �a la �gure 4.14. Le r�esultat est un

nuage comme ceux des �gures 4.15 et suivantes.

Lorsque la topologie n'est pas respect�ee, dy et dx ne sont pas corr�el�ees, et on

obtient un nuage di�us, sans polarisation, comme �a la �gure 4.15(b). En revanche,

quand il y a une proportionnalit�e parfaite entre la distance des poids et la distance

de grille, le nuage se ram�ene �a une droite, signe d'une bonne organisation comme

�a la �gure 4.15(d).

L'int�erêt de cette repr�esentation est multiple. Elle fournit une information

tr�es riche sur l'ordre des unit�es, quelle que soit la dimension de l'espace d'entr�ee.

Elle ne sou�re pas des e�ets du th�eor�eme 2.1, contrairement �a la repr�esentation

curviligne ou �a la mesure � (en e�et, lors de l'initialisation al�eatoire de poids

en grandes dimensions, le nuage est moins di�us que dans la �gure 4.15(b); il

peut �eventuellement avoir un �ecart-type tr�es faible par rapport �a sa moyenne,

mais l'absence d'organisation le laisse tout-�a-fait horizontal). Elle renseigne sur

3

Pas tout �a fait: : : On en trace seulement un certain nombre.
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Figure 4.14: Construction de la repr�esentation dy � dx : on trace la distribution jointe des

distances entre les poids (axe vertical) et des distances de grille(axe horizontal). (Voir texte).

l'ad�equation entre la forme et la dimension de la grille par rapport �a celles de la

vari�et�e des donn�ees. En�n, elle est extrêmement simple �a construire.

Dans la �gure 4.16, on montre ce qui se passe quand la dimension de la

grille est trop petite par rapport �a la dimension intrins�eque des donn�ees. Ici, la

grille est une ligne (1D), tandis que les donn�ees sont r�eparties sur un plan. Le

comportement bien connu du r�eseau dans cette situation est de faire tendre les

poids vers une courbe de Peano, qui couvre au mieux l'espace. Les nombreux replis

qui en r�esultent font que la conservation de topologie est seulement (tr�es) locale :

trois ou quatre unit�es au mieux. La caract�eristique dy � dx met en �evidence ce

probl�eme par un nuage qui est bien organis�e tout pr�es de l'origine,mais qui devient

rapidement di�us et globalement horizontal : apr�es quelques unit�es, distance de

grille et distance des poids ne sont plus corr�el�ees. On constate d'ailleurs qu'on

peut ajouter autant d'unit�es qu'on voudra sans changer fondamentalement le

probl�eme. Le nuage garde globalement la même forme quel que soit leur nombre

(est-il auto-similaire ?). Il y a dans ce cas inad�equation entre la dimension de la

vari�et�e et celle de la grille. On peut encore mentionner le concept de \longueur

d'organisation" que nous avons introduit de fa�con intuitive dans [27] : il s'agit de

la distance maximum dy depuis l'origine o�u les points de la repr�esentation dy�dx

sont \bien align�es en moyenne" (on peut d�e�nir formellement cette notion de \bon

alignement" �a l'aide de l'�ecart de la moyenne des dx(dy) par rapport �a la droite

repr�esent�ee sur les �gures, qui passe par l'origine et la moyenne des dx(dy =

1); cet �ecart devrait être inf�erieur �a un certain pourcentage). Cette \longueur
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a b

c d

Figure 4.15: Repr�esentation dy � dx (�a droite). (a,b) �a l'initialisation al�eatoire des poids, il

n'y a pas de conservation de topologie. (c,d) apr�es apprentissage, si les conditions sont bonnes

(dimension et forme de la carte ad�equate pour la distribution, bon pro�l des param�etres, etc.),

on obtient une organisation excellente.
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Figure 4.16: La repr�esentation dy� dx montre la mauvaise organisation qui r�esulte de condi-

tions initiales inappropri�ees. Ici, la dimension de la carte (1) est trop petite par rapport �a celle

de la vari�et�e de la distribution (2). L'augmentation du nombre de neurones ne change rien �a

l'a�aire.
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d'organisation" indique donc le diam�etre moyen (en nombre de neurones) des

portions de carte bien organis�ees. Elle pr�ecise la notion de \localit�e" dans le

respect de la topologie obtenu par le r�eseau de Kohonen.

D'autres cas d'�ecole sont encore donn�es �a la �gure 4.17. La projection d'un

cercle sur une ligne donne une organisation assez bonne, mais comportant un

important repli. La projection de la distribution bimodale (deux carr�es) sur une

grille rectangulaire donne une repr�esentation dy�dx montrant qu'il y a plusieurs

modes. La partie inf�erieure du nuage (assez droite) correspond �a l'organisation

intra-classe, qui est bonne. Le reste du nuage correspond au respect de topologie

inter-classe, qui n'est pas tr�es bon. Par comparaison, lors de la projection de

la même distribution sur une ligne, la repr�esentation dy � dx montre �egalement

l'aspect bimodal de la distribution, mais les �el�ements qui composent le nuage

sont di��erents. Notamment, la partie correspondant aux relations intra-classe est

similaire au nuage de la courbe de Peano.

Pour illustrer l'utilit�e de cette repr�esentation, nous allons analyser l'organisa-

tion d'une carte bidimensionnelle dans un espace �a 20 dimensions, en comparant

les r�esultats obtenus en utilisant soit une distribution structur�ee selon deux de-

gr�es de libert�e, soit une distribution non structur�ee (�a 20 degr�es de libert�e). La

distribution structur�ee est celle du probl�eme de localisation sur un plan �a l'aide

de 20 capteurs (x 1.1), dont on a vu que le nombre de degr�es de libert�e est 2.

La distribution non structur�ee est simplement uniforme dans [0; 1]

20

; toutes les

composantes sont ind�ependantes. Dans les deux cas, on a utilis�e un r�eseau de

20�20 unit�es. La �gure 4.18 montre les r�esultats obtenus apr�es 10 000 it�erations.

Dans la partie gauche, on a donn�e la repr�esentation curviligne des deux r�eseaux.

On constate que celle-ci ne met pas en �evidence les replis form�es par le r�eseau

alors qu'il tente de repr�esenter l'espace �a 20 dimensions avec les deux dimensions

de sa grille. Idem pour la mesure � ou toute autre mesure locale. De même, une

mesure de quanti�cation (par exemple la variance d'excitation des neurones) ne

donnerait aucune di��erence signi�cative entre les deux cas. En revanche, la re-

pr�esentation dy � dx montre clairement le probl�eme de replis, pr�esents avec la

distribution non structur�ee et absents (ou tr�es faibles) dans le cas de la distribu-

tion structur�ee. Dans le cas de la distribution uniforme �a 20 degr�es de libert�e, la

\longueur d'organisation" est �a peu pr�es de 2 ou 3 unit�es, ce qui est tr�es local.

Il est bien entendu que sur la base de la caract�eristique dy�dx on peut calculer

toutes sortes de valeurs statistiques, comme la variance de dx en fonction de dy,

ou bien pond�er�ee par une fonction d�ecroissante de dy, ou encore la distance dy

en dessous de laquelle les dx correspondants ont une variance inf�erieure �a une

certaine valeur (ce qui correspondrait �a une autre d�e�nition de notre \longueur

d'organisation"). L'algorithme \VQP" que nous proposons plus loin (chapitre 6)

peut se d�e�nir comme une minimisation d'une de ces statistiques sur le nuage
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Figure 4.17: Encore des exemples de dy � dx (voir texte).
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a b

c d

Figure 4.18: Comparaison des r�esultats obtenus sur deux distributions en 20 dimensions, l'une

structur�ee (a,b), l'autre non structur�ee (c,d). La premi�ere est la distribution de localisation

sur un plan �a l'aide de 20 capteurs de distance (x 1.1). La seconde est uniforme dans les 20

dimensions. A gauche, la repr�esentation curviligne n'indique pas clairement de di��erence. A

droite par contre, la repr�esentation dy� dx montre bien que dans le deuxi�eme cas la dimension

de la carte est inappropri�ee (il n'y a conservation de topologie que le long de 2 ou 3 unit�es

adjacentes, et plus loin il y a des replis).
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4.6 Limitations et probl�emes non-r�esolus

Les limitations et probl�emes des cartes auto-organisantes sont multiples. Ce sont

essentiellement :

� La forme et la dimension de la grille d�e�nies a priori.

� La pr�esence possible d'unit�es mortes.

� La projection discr�ete.

� L'occultation des points isol�es (�ev�enements rares).

On va expliquer ces probl�emes dans les sections qui suivent.

4.6.1 Forme de la carte inadapt�ee, unit�es mortes

Le probl�eme le plus s�erieux est que la forme de la carte doit être d�e�nie a priori.

Le plus souvent, il s'agit d'une grille �a maille rectangulaire ou hexagonale. Dans la

plupart des applications r�eelles (celles qui ne sont pas des exemples p�edagogiques),

la forme du sous-espace qui sous-tend la distribution (la forme de la vari�et�e) est

inconnue et ne peut souvent pas être estim�ee parce que la dimension de l'espace

d'entr�ee est grande. Faute de mieux, on en est alors r�eduit �a choisir une carte

de forme carr�ee. Ceci est tr�es ennuyeux, parce qu'en pratique il y a tr�es peu de

chances que la forme ainsi choisie a priori convienne pour couvrir la distribution

des donn�ees. En consid�erant l'algorithme de Kohonen comme un outil d'analyse

de donn�ees, il faudrait d�ej�a connâ�tre une partie du r�esultat escompt�e (la forme

de la vari�et�e) pour �xer judicieusement la forme de la carte, qui est une des

conditions initiales !

Dans l'exemple de projection non-lin�eaire sur la distribution en forme de fer �a

cheval (x 4.4, page 80), on a �x�e de fa�con ad�equate le rapport largeur/hauteur de

la grille �a 1=3, ce qui correspond au rapport entre la hauteur du fer �a cheval et la

longueur de son abscisse curviligne, qu'on connaissait dans cet exemple simple. En

abordant l'�etude de ce fer �a cheval en supposant qu'on ne sait rien de sa forme,

et en prenant une grille carr�ee, on n'obtient pas du tout une projection aussi

int�eressante. Au contraire, la �gure 4.19(a) indique que les coins du rectangle qui

sous-tend la distribution sont projet�es au milieu des côt�es de la carte : le respect

de la topologie n'est pas fameux.
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a b c d

Figure 4.19: Quelques contre-exemples des cartes de Kohonen. La forme carr�ee de la carte ne

convient ni �a la distribution en fer �a cheval (a), ni �a celle en forme d'h�elice (b). Pour la distri-

bution dans deux bô�tes (c), il faudrait deux cartes carr�ees. En�n, dans le cas de deux anneaux

imbriqu�es (d), il faudrait plutôt deux r�eseaux monodimensionnels boucl�es. Malheureusement,

quand l'entr�ee est en grande dimension, on ne voit pas ceci aussi facilement.

D'autres exemples simples montrent �a quel point une forme rectangulaire,

hexagonale ou carr�ee peut être inadapt�ee pour la repr�esentation de certaines dis-

tributions (�gure 4.19). Dans ces exemples, on voit �egalement le probl�eme des

unit�es mortes (les unit�es qui pointent en dehors de la distribution), qui provient

aussi de l'inad�equation de la forme de la carte �a celle des donn�ees, ou parfois

simplement d'une descente trop rapide des param�etres �(t) et (t) (gain et voisi-

nage), mêmedans le cas de distributions convexes. Si l'on essaie d'�eviter ces unit�es

mortes par une technique de fatigue ou de conscience (x 3.4), la conservation de

topologie sera encore moins bonne.

Ce probl�eme de forme de carte est �a l'origine de plusieurs propositions de

r�eseaux \auto-organis�es" sans forme pr�ed�e�nie, comme les cartes �evolutives de

Fritzke [44, 46, 45], le \Neural Gas" (chapitre 5), les cartes multiples avec test

d'appartenance [121], ou encore un r�eseau o�u la structure de voisinage est d�e�nie

par le \minimal spanning tree" (MST) des poids et est r�eactualis�ee p�eriodique-

ment [62]. Malheureusement, dans tous ces cas, l'int�erêt des cartes de Kohonen

comme outil d'analyse de donn�ees par projection et r�eduction de dimension est

perdu. En e�et, si l'on peut montrer des liens entre des unit�es dans une repr�esenta-

tion des poids et produire ainsi des illustrations du meilleur e�et (qui ressemblent

�a la repr�esentation usuelle du r�eseau de Kohonen, mais sans unit�es mortes), on ne

dispose par contre plus d'une structure r�eguli�ere vers laquelle projeter les donn�ees

de fa�con r�ev�elatrice. On est alors absolument incapable de tirer pro�t de ces liens.

On ne peut pas parler de respect de topologie, puisqu'il n'y a qu'un espace : celui

des poids.
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4.6.2 Projection discr�ete

Dans l'algorithme de base (et dans la plupart des applications du r�eseau de Ko-

honen �a l'analyse de donn�ees), la projection d'un �echantillon � de la base de

donn�ees se fait de fa�con discr�ete dans la carte : cette projection est la position y

i

�

du neurone gagnant lors de la pr�esentation de �. La pr�ecision ainsi obtenue n'est

pas excellente et incite souvent les utilisateurs �a augmenter le nombre d'unit�es

dans la carte pour am�eliorer les r�esultats.

Une solution est d'e�ectuer une interpolation entre les neurones les plus ac-

tifs, c'est-�a-dire de d�e�nir la projection de � par le barycentre des activit�es des

neurones [52, 53, 18, 17]. Cette activit�e est calcul�ee par une fonction noyau sur

la distance entre � et x

i

, g�en�eralement une gaussienne. Comme pour les RBF,

la pr�ecision de l'interpolation d�epend fortement de la fa�con dont on a adapt�e le

rayon des noyaux : des noyaux trop �etroits vont donner une projection o�u les

points sont resserr�es par paquets autour des positions y

i

des neurones, tandis

que des noyaux trop larges vont concentrer la projection vers le centre de gravit�e

des vecteurs-poids. En outre, comme la plupart des m�ethodes de quanti�cation

vectorielle, l'algorithme de Kohonen ne place pas de vecteurs tout au bord de

la distribution. Il reste donc une frange au bord de la distribution qui est mal

repr�esent�ee.

Une autre possibilit�e a �et�e pr�esent�ee par G�oppert [49]. Il s'agit d'un proc�ed�e

d'interpolation o�u la di��erence entre � et x

i

�

est projet�ee sur les axes qui passent

par x

i

�

et les x

i

des neurones voisins du gagnant i

�

. On se base sur ces projections

de la di��erence pour placer le point dans y correspondant �a la projection de

�. Cette m�ethode permet, dans une certaine mesure, d'am�eliorer la pr�ecision

d'interpolation et aussi de faire de l'extrapolation, en tout cas �a faible distance.

Cependant, dans les cas o�u la structure des donn�ees est assez pli�ee, il faut limiter le

m�ecanisme �a un petit nombre de voisins, sans quoi la projection est mauvaise [49].

4.6.3 Occultation de points isol�es (�ev�enements rares)

Bien que l'int�erêt majeur des cartes de Kohonen soit la conservation de topo-

logie qu'elles peuvent o�rir, plusieurs applications ne les utilisent que pour leur

aspect de quanti�cation vectorielle. La raison de ce fait tient probablement �a la

vitesse assez grande de convergence de l'algorithme, ainsi qu'�a l'impression de

r�egularit�e dans l'emplacement des vecteurs-poids dans les cas simples, qui donne

�a penser que la qualit�e de quanti�cation est bonne (ce qui est parfois vrai, mais

pas toujours).

Lorsqu'on ne s'int�eresse pas �a l'information sur la structure de la distribution

(que r�ev�ele la projection topologique fournie par l'algorithme), mais uniquement

�a la quanti�cation vectorielle, il est inutile d'utiliser l'algorithme de Kohonen. En
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e�et, des algorithmes de QV tr�es e�caces en rapidit�e et en qualit�e sont dispo-

nibles et donnent de bien meilleurs r�esultats. Par exemple, ils ne sou�rent pas du

probl�eme d'unit�es mortes qu'on a vu pr�ec�edemment.

Un probl�eme important de la plupart des m�ethodes de quanti�cation vecto-

rielle, mais qui est encore renforc�e dans le cas des cartes de Kohonen en raison

des liens entre les unit�es, est la mauvaise repr�esentation des �ev�enements rares.

Un exemple concret va illustrer ce probl�eme.

En �etudiant une application de compression de palette de couleur par r�eseau de

Kohonen, en vue de repr�esenter les pixels d'une image �a l'aide d'un nombre r�eduit

de bits (par exemple en n'utilisant que 8 bits/pixels au lieu de 24), on a constat�e

que des images pouvaient perdre certains d�etails importants. Par exemple, sur une

photographie de New-York (non illustr�ee ici, le support �etant en noir et blanc),

il y a quelques taxis jaunes qui, bien que tout petits en raison de l'�eloignement,

sont tr�es visibles parce qu'ils se d�etachent tr�es nettement du fond. Ces taxis sont

�a peu pr�es les seuls pixels jaunes de l'image (qui est plutôt dans les tons gris,

bleus et verts). Ces pixels jaunes sont tr�es peu nombreux par rapport au reste de

l'image qui repr�esente des centaines de milliers de pixels. Lors de la quanti�cation

de l'espace tridimensionnel rouge-vert-bleu (RGB) de la distribution de pixels par

un r�eseau avec 256 neurones, en vue d'obtenir une palette de 256 couleurs parmi

16 millions (passage de 24 �a 8 bits/pixel), la couleur jaune n'est pas repr�esent�ee,

c'est-�a-dire que les quelques pixels jaunes de l'image sont en nombre insu�sant

pour qu'un neurone les repr�esente. En revanche, les tonalit�es grises, bleues et

vertes sont repr�esent�ees avec beaucoup de nuances, puisque tous les neurones

s'en occupent. Dans l'image en 8 bits, les taxis jaunes ont disparu, parce qu'ils

sont devenus gris (la couleur disponible la plus proche) et se confondent avec la

route.

Cet exemple montre d'une fa�con dramatique la contradiction qu'il y a entre

le crit�ere de qualit�e g�en�eralement utilis�e dans les m�ethodes de quanti�cation vec-

torielle et ce qu'on souhaite parfois obtenir. La distorsion quadratique de recons-

truction n'est qu'une estimation de l'erreur moyenne. Sa minimisation conduit �a

produire des \codebooks" qui donnent une faible erreur pour le plus grand nombre

de points, et une erreur forte mais peu fr�equente pour les points isol�es. En fait,

cela va parfaitement �a l'encontre de la th�eorie de l'information, qui dit que les

�ev�enements rares sont les plus porteurs d'information

4

!

Cela compl�ete la discussion faite en introduction de la section 3.7 et souligne le

besoin d'une m�ethode telle que le CLR permettant une quanti�cation vectorielle

4

Sauf quand les points isol�es sont du bruit, auquel cas il est appropri�e de les �eliminer. Une

fois de plus, on voit l�a l'importance des connaissances du probl�eme, qui dans le cas pr�ecis

permettent de r�epondre �a la question : \les points rares sont-ils du bruit ou au contraire sont-ils

tr�es importants ?".
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�equitable de l'espace et non de la densit�e de distribution sur cet espace. En e�et,

dans le cas de \l'image aux taxis jaunes", les milliers de pixels gris-bleu du fond

occupent dans l'espace RGB une \boule" du même volume environ (mais plus

dense) que les quelques pixels jaunes, et une quanti�cation �equitable de l'espace

permettrait d'accorder �a ceux-ci autant d'importance qu'�a ceux-l�a.



Chapitre 5

\Neural Gas"

5.1 Algorithme original

Pour �eviter les probl�emes du r�eseau de Kohonen qu'on a vus �a la section 4.6,

Martinetz et al. [89, 119] ont propos�e un algorithme o�u aucune structure n'est

�x�ee a priori. Plus exactement, la structure de voisinage est red�e�nie �a chaque

it�eration, en fonction de la proximit�e entre les vecteurs-poids et le vecteur d'entr�ee

�. Il s'agit d'un voisinage lin�eaire o�u le gagnant se trouve �a une extr�emit�e et le

\perdant" �a l'autre. Entre ces deux extr�emit�es, les unit�es se suivent en fonction de

la proximit�e de leur vecteur-poids et de l'entr�ee. Bien sûr, les unit�es elles-mêmes

ne sont pas d�eplac�ees. On leur attribue simplement un rang qui indique combien

d'unit�es sont plus proches de �. Comme on l'a d�ej�a vu �a la section 3.5.4, ce rang

est attribu�e par un simple tri des unit�es en fonction de leur proximit�e par rapport

au vecteur d'entr�ee �. En reprenant la notation de la section 3.5.4 (k(i) est le rang

de l'unit�e i et i(k) le num�ero de l'unit�e de rang k), on a :

�

0

< �

1

< � � � < �

k

< �

k+1

< � � � < �

N�1

(5:1)

avec la distance de rang k

�

k

=





� � x

i(k)





 (5:2)

L'unit�e i de rang k(i) = 0 est le gagnant euclidien, celle de rang k = 1 vient juste

apr�es, etc.

On a vu qu'il s'agissait d'un algorithme de type \winner-take-most", et non

\winner-take-all", c'est-�a-dire que tous les neurones (pas seulement le gagnant)

sont adapt�es �a chaque it�eration. L'adaptation du vecteur-poids de chaque unit�e

i en fonction de son rang k(i) s'�ecrit :

�x

i

= �(t) exp

 

�

k(i)

�(t)

!

(� � x

i

) (5:3)
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L'unit�e dont le facteur d'adaptation est le plus grand est le gagnant euclidien i

�

pour lequel le rang k est 0.

Les param�etres �(t) et �(t) sont les mêmes que dans l'algorithme de Koho-

nen : �(t) est comme d'habitude le gain d'adaptation, et �(t) est le \rayon" de

l'adaptation. Les deux param�etres diminuent au cours du temps, selon un pro�l

en

r(t) = r

i

�

r

f

r

i

�

t=t

max

; (5:4)

qui est une exponentielle qui passe par r

i

(param�etre initial) �a t = 0 et par r

f

(param�etre �nal) �a t = t

max

.

Comme on l'a expliqu�e �a la section 3.5, le principe-cl�e qui permet d'�eviter un

collage des unit�es dans un sch�ema d'adaptation de type \winner-take-most" (o�u

l'on veut adapter toutes les unit�es �a chaque pr�esentation de �) est un d�ecouplage

entre la distance euclidienne k� � x

i

k qui s�epare le vecteur-poids d'un neurone

du vecteur d'entr�ee, et le gain d'adaptation G(i). Ici, ce d�ecouplage entre distance

et facteur d'adaptation provient de ce que leur relation n'est pas continue, mais

ordinale. Quelle que soit la proximit�e des vecteurs-poids, la di��erence minimum

de rang est 1 (pour deux unit�es ex �quo, l'ordre est choisi au hasard).

En outre, dans leur premier article [89], Martinetz et Schulten introduisent

une m�ethode pour visualiser la proximit�e des vecteurs-poids x

i

. Il s'agit de liens

plac�es �a chaque it�eration entre l'unit�e de rang 0 et celle de rang 1. L'�evolution de

ces liens est r�egie selon deux r�egles :

� A chaque it�eration, un lien est cr�e�e ou rafrâ�chi entre i(k = 0) et i(k = 1).

� Un lien qui n'a pas �et�e rafrâ�chi dans les T (t) derni�eres it�erations disparâ�t.

T (t) est la dur�ee de vie des liens et suit la forme g�en�erale d'�evolution des

param�etres (5.4). La valeur initiale de cette dur�ee de vie est faible. Ainsi,

quand les poids bougent beaucoup (parce que �(t) et (t) sont encore im-

portants), les liens sont assez volatils. Quand le r�eseau se stabilise, les liens

ont une dur�ee de vie T plus grande. Si tout se passe bien (bonne stabilit�e des

poids et dur�ee de vie ad�equate), les liens forment une bonne approximation

de la triangulation de Delaunay des x

i

.

L'algorithme ainsi d�e�ni est une m�ethode de quanti�cation vectorielle assez

rapide, avec en plus une cr�eation de liens qui captent les relations de voisinage

existant entre les vecteurs-codes. Ces liens peuvent par exemple être compt�es pour

qu'on ait une information sur la dimension locale autour de chaque neurone. Dans

la �gure 5.1, par exemple, on voit une distribution dont la dimension locale est

di��erente selon l'endroit o�u l'on se place. A l'int�erieur de la partie de dimension

1, chaque neurone a d�evelopp�e deux connexions, sauf celui qui se trouve sur la
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Figure 5.1: Distribution dont la dimension locale est 1, 2 ou 3 suivant l'endroit o�u l'on se

place, propos�ee par Martinetz et Schulten [89].

bifurcation �a l'endroit o�u la ligne arrive sur le cercle, qui poss�ede 3 connexions.

Dans la partie bidimensionnelle de la distribution, il y a en moyenne 6 liens par

unit�e, et 14 dans la partie en 3 dimensions.

Cependant, contrairement aux cartes de Kohonen o�u les liens re�etent une

structure r�eguli�ere permettant une projection dans le sous-espace correspondant,

aucun espace adjoint ne peut être utilis�e ici pour faire une telle projection avec

r�eduction de dimension. En dehors de la fonction d'information sur la dimen-

sion locale (mais qui peut �egalement être trouv�ee par les m�ethodes vues �a la

section 2.5.2), on n'a pas encore vu d'autre application de ces liens. Toutefois,

comme nous l'avons montr�e �a la section 3.7, le principe de cr�eation des liens dyna-

miques n'est pas restreint au cadre du Neural Gas. Il peut au contraire être utilis�e

dans n'importe quel algorithme comp�etitif, comme nous l'avons fait dans l'algo-

rithme CLR pour obtenir une structure discr�ete de voisinage servant de support

�a une r�egularisation (x 3.7).

5.2 Algorithme modi��e

Dans [31], nous avons propos�e quelques modi�cations �a l'algorithme du Neural

Gas :

� Dans nos simulations, nous avons remarqu�e que des unit�es mortes sont pro-

duites par l'algorithme original, sauf si l'on fait diminuer tr�es lentement les

param�etres (t

max

> 50 000 it�erations). Nous mettons en �uvre un m�eca-

nisme de fatigue similaire �a ceux de la section 3.4 qui �elimine ces unit�es

mortes, même quand on cherche une convergence rapide.
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� D'autre part, la phase de l'algorithme la plus coûteuse est la d�etermination

du rang k(i) de chaque unit�e �a l'aide d'un tri des distances. Comme le font

remarquer Martinetz et al., la modi�cation des poids des unit�es dont le rang

k(i)� �(t) est n�egligeable. Donc, pour les faibles valeurs de �(t), on peut

chercher �a ne trier que les unit�es dont le gain sera appr�eciable.

� En�n, l'apprentissage contraint dans le temps (par le pro�l pr�ed�e�ni de

descente des param�etres selon (5.4)) est remplac�e par un apprentissage per-

p�etuel, qui s'auto-stabilise quand la distribution est stationnaire, mais qui

peut redevenir fortement adaptatif en cas de changement de distribution.

On a donc un r�eglage automatique des param�etres d'apprentissage.

L'algorithme qui r�esulte est une m�ethode de quanti�cation vectorielle rapide,

dont la convergence d�epend seulement de la stationnarit�e de la distribution et qui

ne laisse pas d'unit�es mortes.

Dans les sections ci-dessous, on expose cette implantation particuli�ere du

Neural Gas sur machine s�equentielle, et pour la commodit�e du d�eveloppement

on reprend la notation introduite au chapitre 3.5 pour les algorithmes de type

\winner-take-most" :

�x

i

= �(t)G(i)(� � x

i

) (5.5)

G(i) = exp

 

�

k(i)

�(t)

!

(5.6)

5.2.1 Tri limit�e

En observant (5.6), on note que G(i)

�

=

0 pour les unit�es de rang k(i) � �(t). Il

est donc ad�equat de limiter le tri des distances seulement pour les K premi�eres

valeurs. Disons par exemple K = 3� + 1 (\+1" pour avoir toujours au moins

le gagnant). Ensuite, on n'adapte que les unit�es qui ont �et�e tri�ees (les autres

ayant un rang inconnu, mais plus grand que K et donc un facteur d'adaptation

n�egligeable).

Parmi les algorithmes de tri, l'un des plus largement utilis�es est sans doute le

\quick-sort", qui est une m�ethode \en place" et a une complexit�e en moyenne de

O(N logN). Il se formule ais�ement de fa�con r�ecursive :

� La liste �a trier est L = fa

1

; : : : ; a

N

g. Le premier �el�ement a

1

sera appel�e

pivot.

� On partitionne la liste en deux : L

1

= fa

i 6=1

j a

i

< a

1

g et L

2

= fa

i 6=1

j a

i

�

a

1

g, ce qui est fait rapidement et en place, par des d�eplacements au sein de

la liste L. La premi�ere partie de L est L

1

, la �n est L

2

, et entre L

1

et L

2

,

on replace a

1

.
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� On recommence ce processus s�epar�ement pour L

1

et L

2

, jusqu'�a ce que les

listes ne contiennent plus qu'un �el�ement

1

.

On peut facilement adapter cet algorithme pour qu'il ne fournisse que les K

premi�eres valeurs tri�ees d'une liste. Pour ce faire, on \coupe" la r�ecursion de

l'algorithme sur certaines sous-listes. On peut en e�et abandonner le tri de L

2

si

celle-ci est enti�erement situ�ee dans les positions i > K de L, car on est sûr que

les K premi�eres valeurs se trouvent dans la premi�ere partie (L

1

plus le pivot). Le

quick-sort ainsi modi��e a une complexit�e moyenne de K logN au lieu de N logN ,

ce qui est tr�es int�eressant pour les petites valeurs de K. La mise en �uvre de cette

m�ethode de tri augmente tr�es consid�erablement la vitesse du Neural Gas.

5.2.2 Suppression des unit�es mortes

Suivant ce qui a �et�e pr�esent�e �a la section 3.4, pour �eviter les unit�es mortes, on va

favoriser les neurones qui gagnent peu souvent. Consid�erons le gain d'adaptation

moyen de l'unit�e i, estim�e �a l'aide d'un �ltre passe-bas :

p

i

 p

i

+

1

�

(G(i)� p

i

) (5:7)

o�u � est la constante de temps du �ltre (�a peu pr�es 1000 dans nos simulations).

Si, pour chaque unit�e i, le rang k(i) est �equiprobable dans f0; : : : ; N�1g, alors

p

i

converge vers l'esp�erance de G(i), c'est-�a-dire la valeur

1

N

P

N�1

k=0

exp(�k=�).

Par contre, si le rang n'est pas �equiprobable, on voit que les unit�es qui sont

adapt�ees trop rarement ont un p

i

faible, alors que celles qui gagnent trop souvent

ont comparativement une valeur p

i

trop �elev�ee. Pour favoriser les unit�es peu

sollicit�ees, l'op�eration de tri doit tenir compte des distances pond�er�ees par les p

i

,

et (5.1), respectivement (5.2), sont remplac�ees par :

q

0

< q

1

< : : : < q

k

< q

k+1

< : : : < q

N�1

(5:8)

avec :

q

k

= p

i





� � x

i(k)





 (5:9)

L'�election des unit�es avec un gain moyen trop bas est facilit�ee, et les unit�es

mortes ne sont plus observ�ees. Il s'agit d'une g�en�eralisation des m�ecanismes de

fatigue ou de conscience (x 3.4) au cas du \winner-take-most".

1

Ou su�samment peu d'�el�ements pour être tri�ees par tri s�equentiel, lequel, bien qu'�etant de

complexit�e O(N

2

), peut être plus rapide quand le nombre d'�el�ements N est tr�es petit (environ

10).
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5.2.3 Apprentissage continu (r�eglage automatique des

param�etres)

Les param�etres � et � calcul�es selon (5.4) :

r = r

i

�

r

f

r

i

�

t=t

max

(5:10)

suivent un pro�l en exponentielle d�ecroissante pr�ed�etermin�e, avec une valeur ini-

tiale r

i

�a l'it�eration t = 0, et une valeur \�nale" r

f

�a l'it�eration t = t

max

. Comme

ce pro�l d�epend uniquement du temps, il n'y a pas moyen, apr�es t

max

it�erations, de

\revenir" �a de grandes valeurs des param�etres a�n de rendre le r�eseau �a nouveau

adaptatif quand la distribution change.

L'id�ee ici est de supprimer ce pro�l pr�e�etabli et de \d�etecter" automatique-

ment quand la quanti�cation est \bonne" pour diminuer les param�etres d'ap-

prentissage. Pour cela, on conserve la forme g�en�erale de (5.10), mais on remplace

t=t

max

par une mesure convenable de la convergence, d�e�nie dans le même inter-

valle, c'est-�a-dire dans [0; 1]. Une telle mesure peut être obtenue en consid�erant

l'ensemble des valeurs p

i

calcul�ees par (5.7). Comme d�ej�a expliqu�e, une \bonne"

quanti�cation (avec des zones de Vorono�� �equiprobables) devrait pousser tous les

p

i

�a prendre �a peu pr�es la même valeur. Donc leur �ecart-type doit être faible.

Mieux que l'�ecart-type, le quotient :

P =

min(p

i

)

max(p

i

)

(5:11)

indique une convergence incompl�ete même si une seule unit�e reste en dehors de

la distribution. Pour des p

i

dispers�es (situation typique d'une mauvaise quanti-

�cation), P prend une petite valeur. A l'inverse, si tous les p

i

sont �egaux, alors

P = 1. On a donc choisi comme forme des param�etres :

r = r

i

�

r

f

r

i

�

P=P

0

(5:12)

o�u P

0

2 [0; 1] est la valeur de P pour laquelle le param�etre prend sa valeur

\�nale" r

f

. En pratique, il est quasiment impossible d'obtenir une valeur P = 1

selon (5.11), parce qu'il subsiste toujours quelques uctuations (bien que de faible

valeur) entre les p

i

. Plus l'exigence est �elev�ee (P

0

proche de 1), meilleur sera le

r�esultat quand le r�eseau est stabilis�e, mais plus il faudra de temps �a l'algorithme

pour converger. Une valeur trop �elev�ee ne permet d'ailleurs pas de converger.

D'apr�es les simulations, une valeur qui semble convenable est P

0

= 0:7.
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5.2.4 R�esum�e des param�etres

L'algorithme ainsi modi��e est assez robuste face aux valeurs \initiales" et \�na-

les" des param�etres. Nous donnons dans le tableau suivant un ensemble de valeurs

num�eriques qui donnent une convergence rapide dans divers cas de distributions

de formes tr�es vari�ees. De plus, la transition vers une nouvelle distribution (apr�es

un changement) est �etonnamment rapide compte tenu de la bonne stabilit�e ob-

tenue :

Param�etre symbole min max typique

Voisinage initial �

i

10 50 30

Voisinage �nal �

f

0:1 2 1

Gain initial �

i

0:5 1 0:8

Gain �nal �

f

0:001 0:05 0:01

Constante de temps � 500 5000 1000

Limite de tri K 1 N 3� + 1

Valeur de P attendue P

0

0:4 1 0:7
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Chapitre 6

Algorithme VQP

6.1 Introduction

On a vu que la r�eduction du nombre de dimensions, permettant une description

de notre ensemble de donn�ees dans un espace �a p dimensions avec p < n, �etait une

chose d�elicate. L'analyse en composantes principales (x 2.4) ne permet que des

transformations lin�eaires et est donc incapable de \d�eplier" une vari�et�e courbe

(x 2.4.4).

On a aussi vu que les cartes auto-organisantes de Kohonen pouvaient fournir

une repr�esentation simpli��ee en dimension et en nombre d'�el�ements d'un ensemble

de donn�ees en grandes dimensions (chapitre 4). Des parall�eles ont par exemple

�et�e faits ([22, 71]) avec les cartes sensorielles (r�etinotopiques, somatotopiques,

tonotopiques, etc.). La fonction r�ealis�ee par le mod�ele correspond donc, sous

certaines conditions, �a ce qu'on s'est �x�e comme objectif (chapitre 1) pour l'ana-

lyse de donn�ees : la recherche de structure d'une distribution pour retrouver sa

vari�et�e (x 2.5.1). On a cependant montr�e (x 4.6) les limites de ces cartes. Leur

d�efaut majeur est que leur forme est �x�ee a priori, ce qui conduit �a un grand

nombre d'unit�es mortes (ne pointant pas dans la distribution d'entr�ee). Le plus

souvent il s'agit d'une grille rectangulaire ou hexagonale, et dans nombre d'appli-

cations on choisit même une grille simplement carr�ee, faute d'informations sur la

forme du sous-espace qui sous-tend la distribution. Ces cartes auto-organisantes,

utilis�ees �a bon escient, permettent donc une \projection non-lin�eaire" (x 4.4),

mais malheureusement leur forme doit être adapt�ee �a celle de la vari�et�e, laquelle

est justement inconnue.

C'est pour cette raison que plusieurs algorithmes \auto-organis�es" comme

le \Neural Gas" (chapitre 5) ou le r�eseau �evolutif de Fritzke [44, 46, 45], ou

des variantes sans structure de grille du r�eseau de Kohonen lui-même [62], ont

vu le jour. Malheureusement, en abandonnant une structure r�eguli�ere dans les

105
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Figure 6.1: La structure du r�eseau VQP : un ensemble non structur�e de neurones dot�es

de deux vecteurs-poids chacun. Cet ensemble met en relation la distribution d'entr�ee et sa

projection non-lin�eaire (morphisme). Ici, la distribution (en 3 dimensions) est un texte sur un

ruban enroul�e. L'espace de sortie, qu'on a contraint d'avoir 2 dimensions seulement, contient

la projection trouv�ee et nous r�ev�ele le texte. La fonction du r�eseau est ainsi de d�eplier la

distribution pour rendre sa structure visible en faible dimension.

liens entre neurones, on perd le moyen de repr�esenter simplement la vari�et�e des

donn�ees. On transforme simplement le probl�eme de la recherche de structure dans

les donn�ees en un probl�eme de recherche de structure dans un graphe, ce qui est

tout aussi compliqu�e !

Nous avons propos�e un nouveau mod�ele, le r�eseau VQP (\Vector Quantization

and Projection", [32, 31, 33]) qui s'a�ranchit de cette limitation. La fonctionnalit�e

ressemble �a celle du r�eseau de Kohonen, c'est-�a-dire une quanti�cation de l'espace

d'entr�ee assortie d'une repr�esentation respectant | au moins localement | la

topologie de cet espace. Le principe est toutefois compl�etement di��erent :

Au lieu de faire la quanti�cation sous contrainte d'un voisinage pr�e�etabli entre

les neurones, les neurones \cherchent" leur position dans l'espace de sortie pour

respecter | au moins localement | la topologie de l'entr�ee.

Les fonctions de quanti�cation et de repr�esentation sont s�epar�ees et d�el�egu�ees

�a deux couches de connexions di��erentes. La structure du r�eseau comprenant ces

deux couches de connexions est illustr�ee �a la �gure 6.1 (sur laquelle on a �egalement

port�e l'espace d'entr�ee et l'espace de sortie, de dimensions di��erentes, avec une

distribution particuli�ere).

Ainsi les vecteurs d'entr�ee des neurones cherchent des prototypes de la distri-

bution par quanti�cation vectorielle (avec une des multiples m�ethodes existantes,
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par exemple une de celles vues au chapitre 3). Les mêmes neurones ont chacun

un vecteur de sortie dans un espace continu dont seule la dimension a �et�e �x�ee au

d�epart. Ces vecteurs de sortie, initialement plac�es al�eatoirement, cherchent �a se

positionner les uns par rapport aux autres de fa�con �a reproduire le mieux possible

la topologie des vecteurs d'entr�ee. Le fait que ces positions en sortie soient libres

(et non contraintes sur une grille) permet de repr�esenter, avec une r�eduction de

dimension par projection non-lin�eaire, une palette de distributions beaucoup plus

large qu'avec les cartes de Kohonen, et tout en �evitant les \unit�es mortes".

Cet algorithme fournit une repr�esentation utile de structures de donn�ees re-

dondantes et non-lin�eaires l�a o�u l'Analyse en Composante Principale (ACP) ou

des techniques similaires sont incapables de trouver un sous-ensemble ad�equat

de param�etres donnant une repr�esentation r�ev�elatrice. Par exemple, la �gure 6.1

illustre cette capacit�e �a repr�esenter des structures fortement non-lin�eaires.

La structure du r�eseau est identique �a celle des r�eseaux de \Radial Basis

Functions" (RBF), mais la fonction est radicalement di��erente. Au lieu de mettre

en relation de fa�con supervis�ee deux espaces pr�ed�e�nis, le deuxi�eme espace est la

projection non-lin�eaire du premier et est trouv�e de fa�con auto-organis�ee.

6.2 Algorithme

Les N neurones poss�edent chacun deux vecteurs-poids. Les vecteurs d'entr�ee

fx

i

; i = 1; : : : ; Ng sont en dimension n, tandis que les vecteurs de sortie fy

i

g

sont en dimension p (p � n).

Les vecteurs de la premi�ere couche doivent pointer dans la distribution. Cette

premi�ere couche est adapt�ee �a l'aide d'une m�ethode de quanti�cation vectorielle

(voir chapitre 3). Comme avec VQP on se soucie surtout de retrouver la vari�et�e

des donn�ees, et non leur densit�e sur cette vari�et�e, on peut doter cette QV de notre

m�ethode de r�egularisation (x 3.7).

La couche de sortie doit faire une projection non-lin�eaire des vecteurs d'entr�ee.

Pour ce faire, on se base sur les distances entre les x

i

: X

ij

= �(x

i

;x

j

), avec

� la distance euclidienne, par exemple. On a les distances correspondantes en

sortie : Y

ij

= �(y

i

;y

j

). Le but est de rendre �equivalentes les Y

ij

aux X

ij

, pour

tous les couples (i; j). Comme ceci n'est pas possible si l'on doit \d�eplier" une

structure en faisant la r�eduction de dimension de n vers p, on impose de tenir

compte davantage des petites distances que des grandes dans l'espace de sortie.

On obtient �nalement une fonction d'erreur (ou d'�energie) �a minimiser :

E =

1

2

X

i

X

j 6=i

(X

ij

� Y

ij

)

2

F (Y

ij

) (6:1)
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avec F (Y

ij

) positive, monotone et d�ecroissante, de fa�con �a favoriser le respect

local de topologie (comme dans les cartes de Kohonen). La minimisation de cette

fonction conduit �a trouver la repr�esentation r�ev�elatrice souhait�ee.

La d�eriv�ee de E par rapport �a y

ik

(composante k du vecteur y

i

) est :

@E

@y

ik

=

@E

@Y

ij

@Y

ij

@y

ik

=

X

j 6=i

X

ij

� Y

ij

Y

ij

[2F (Y

ij

)� (X

ij

� Y

ij

)F

0

(Y

ij

)] (y

jk

� y

ik

) (6.2)

ou encore, de fa�con vectorielle :

r

i

E =

X

j 6=i

X

ij

� Y

ij

Y

ij

[2F (Y

ij

)� (X

ij

� Y

ij

)F

0

(Y

ij

)] (y

j

� y

i

) (6:3)

o�u r

i

E d�enote le gradient de E par rapport �a y

i

.

Une minimisation de E par descente de gradient donne la r�egle d'adaptation :

�y

i

= �

X

j 6=i

X

ij

� Y

ij

Y

ij

[2F (Y

ij

)� (X

ij

� Y

ij

)F

0

(Y

ij

)] (y

i

� y

j

) (6:4)

avec �(t) le facteur d'adaptation. On remarque que cette modi�cation est une

somme de contributions de chaque j 6= i. Chaque contribution est une attrac-

tion ou une r�epulsion de l'unit�e i vers l'unit�e j qui peut s'exprimer comme un

coe�cient �

ij

qui multiplie le vecteur unitaire (y

i

� y

j

)=Y

ij

. Ce coe�cient est :

�

ij

= (X

ij

� Y

ij

) [2F (Y

ij

)� (X

ij

� Y

ij

)F

0

(Y

ij

)] (6:5)

Sous r�eserve que 2F (Y

ij

) > (X

ij

� Y

ij

)F

0

(Y

ij

) (on verra plus loin ce qu'implique

cette condition), le coe�cient �

ij

est n�egatif quand Y

ij

est trop grand par rapport

�a X

ij

, et positif dans le cas contraire. Ainsi, quand i est trop loin de j, il est

rapproch�e de j, alors qu'il est �eloign�e dans le cas contraire, ce qui est conforme �a

ce qu'on attendait intuitivement. Comme tous les termes de �

ij

sont sym�etriques,

�

ij

est lui-même sym�etrique.

La r�egle (6.4) sou�re de plusieurs d�efauts :

� Elle est relativement lourde �a calculer. Pour chaque i, il faut faire une somme

sur tous les j, d'o�u une complexit�e d'une it�eration en O(N

2

) si l'on adapte

toutes les unit�es �a chaque fois.

� La somme de toutes les contributions radiales autour d'un i particulier pro-

duit un e�et de \moyenne", qui ralentit l'apprentissage (les unit�es bougent

peu).
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Figure 6.2: Probl�eme du \verrou". Dans

l'espace d'entr�ee (a), le point i = 1 se trouve au

milieu des autres. Dans l'espace de sortie, il est

plac�e malencontreusement �a l'ext�erieur du

triangle 2� 3� 4. Avec un m�ecanisme de pure

descente de gradient, les points 2 et 3

l'empêchent de rejoindre sa bonne place, parce

que les distances Y

12

et Y

13

, qui sont correctes

(elles sont �egales �a X

12

et X

13

), devraient

diminuer, ce qui augmenterait momentan�ement

l'�energie globale. La seule distance qui ne

correspond pas �a son �equivalent en entr�ee est

Y

14

, qui est trop grande. Un �equilibre se forme,

et l'on se trouve dans un minimum local de

l'�energie. Par contre, la r�egle d'adaptation que

nous proposons, qui n'est �egale �a l'oppos�e du

gradient qu'en moyenne, n'impose pas une

descente strictement monotone de l'�energie et

permet de r�esorber ce probl�eme.

� Le processus peut tomber dans un minimum local de E, ainsi qu'un exemple

simple permet de le constater (�gure 6.2), o�u la somme s'annule alors que

ses termes isol�es permettraient de sortir du minimum local.

Nous avons remarqu�e qu'une proc�edure empirique simple, qui donne toutefois

un d�eplacement moyen identique �a (6.4), permet d'�eviter ces d�efauts. Au lieu de

modi�er y

i

en fonction de la somme des contributions de tous les autres y

j

, on

choisit un point �xe y

i

, et l'on d�eplace radialement tous les autres points y

j 6=i

par rapport �a lui, sans tenir compte des interactions de ces autres points entre

eux. Nous d�e�nissons donc la r�egle d'adaptation de la sortie du r�eseau VQP par :

�y

j

= �

X

ij

� Y

ij

Y

ij

[2F (Y

ij

)� (X

ij

� Y

ij

)F

0

(Y

ij

)] (y

j

� y

i

) 8j 6= i (6:6)

Cette r�egle est plus l�eg�ere en calculs ; bien que tous les points sauf y

i

soient

modi��es, la complexit�e n'est que de O(N). On n'a pas besoin de calculer toutes

les distances X

ij

et Y

ij

, mais seulement celles qui vont de l'unit�e i aux autres.

Il n'y a pas d'e�et de moyenne. L'agitation des points est plus forte et permet

facilement de sortir du cas du \verrou" illustr�e �a la �gure 6.2. En e�et, la mini-

misation de la fonction d'�energie n'est pas monotone, ce qui o�re une chance de

sortir des minima locaux. Si l'on �ecrit E sous la forme :

E =

1

2

X

i

X

j 6=i

E

ij

(6.7)

E

ij

= (X

ij

� Y

ij

)

2

F (Y

ij

)
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la r�egle d'adaptation que nous utilisons s'�ecrit alors :

�y

j

j i = ��r

j

E

ij

(6:8)

La variation d'�energie associ�ee �a une it�eration selon cette r�egle est :

�E j i =

X

j 6=i

(r

j

E)

T

(�y

j

)

=

X

j 6=i

2

6

4

0

@

X

p6=j

r

j

E

pj

1

A

T

(��r

j

E

ij

)

3

7

5

= ��

X

j 6=i

2

4

kr

j

E

ij

k

2

+

X

p6=i;j

(r

j

E

pj

)

T

(r

j

E

ij

)

3

5

(6.9)

Sous la somme, le premier terme est toujours positif, mais le second peut prendre

n'importe quel signe, et même une valeur relativement importante puisqu'il est

lui-même une somme. Par exemple, si le d�eplacement particulier de y

j

, dû �a

r

j

E

ij

, va dans le sens contraire de ce qu'aurait donn�e tout autre point �xe p 6= i,

donc dans le sens contraire �a tous les r

j

E

pj

, alors il y a de fortes chances pour

que globalement

P

p6=i;j

(r

j

E

pj

)

T

(r

j

E

ij

) soit inf�erieur �a �kr

j

E

ij

k

2

, et donc que

l'�energie remonte. C'est le cas dans l'exemple du verrou lorsque l'on tire i = 4 et

j = 1. En e�et, �a ce moment-l�a, le rapprochement de y

1

vers y

4

va dans le sens

d'une augmentation des termes de l'�energie E

12

et E

13

. Globalement, l'�energie

remonte temporairement, mais pour atteindre par la suite un niveau plus bas

quand le probl�eme du verrou a �et�e r�esorb�e.

Si temporairement l'�energie peut augmenter, son esp�erance est par contre une

fonction d�ecroissante. En e�et, l'esp�erance du d�eplacement �y

j

s'exprime :

E

(�y

j

) =

1

N

X

i

�

�y

j

j i

�

= �

�

N

X

i

r

j

E

ij

= �

�

N

r

j

X

i

E

ij

= �

�

N

r

j

E (6.10)

Donc, l'esp�erance de �y

j

correspond (au facteur �=N pr�es) �a l'oppos�e du gradient

de l'�energie, ce qui signi�e qu'en moyenne l'�energie d�ecrô�t.

Cette r�egle empirique simple se r�ev�ele tr�es e�cace dans la pratique. Par

exemple, pour un millier de points, il faut en g�en�eral une cinquantaine d'it�e-

rations pour atteindre un �etat parfaitement ordonn�e (on verra plus loin comment
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repr�esenter la qualit�e de cet �etat). Une comparaison sera faite avec une m�ethode

de gradient au x 8.4. On verra que, si le nombre d'it�erations n�ecessaires est du

même ordre, le temps n�ecessaire, lui, est beaucoup plus grand (environ N fois

plus grand pour un r�eseau de N neurones).

Le choix de i �a chaque it�eration peut être fait de di��erentes mani�eres. Dans

nos simulations, nous avons choisi i = i

�

, c'est-�a-dire le num�ero de l'unit�e ga-

gnante dans la couche de quanti�cation vectorielle. En�n, on peut choisir une

valeur �xe pour �, par exemple 0:3 ou 0:4, ou, comme dans nos simulations, faire

d�ecrô�tre � au cours du temps, de la même mani�ere que le gain dans la couche

de quanti�cation vectorielle.

6.3 Projection sans r�eduction de dimension

Etudions le cas o�u p = n, c'est-�a-dire qu'il n'y a pas de r�eduction de dimension.

Dans ce cas, n'importe quelle rotation et translation des x

i

fournit une solution

pour les y

i

qui minimise l'�energie (6.1) (et la rend même nulle). En e�et, la

distance entre deux points est invariante pour une translation ou une rotation

quelconques. Dans le cas o�u y

i

est une telle transformation de x

i

, les distances

en sortie sont �egales aux distances correspondantes en entr�ee (Y

ij

= X

ij

), et donc

E = 0. Comme E est une erreur quadratique et ne peut donc être n�egative, il

s'agit d'un minimum.

Il existe donc une in�nit�e de solutions, correspondant �a toutes les rotations,

translations et op�erations miroir possibles dans l'espace. Par ailleurs, comme il

n'est pas n�ecessaire de d�eplier la distribution, on peut se passer de F (Y

ij

) dans

(6.1).

On sait qu'il existe des minima locaux de l'�energie (par exemple le probl�eme

du verrou, �gure 6.2). Cependant on a vu que notre algorithme pouvait le cas

�ech�eant sortir de ces minima.

6.4 R�eduction de dimension (\d�epliage")

Lors de la r�eduction de dimension, si la vari�et�e de la distribution n'est pas une

forme lin�eaire (comme dans le cas du fer �a cheval, par exemple, voir page 39 ou

80), il est indispensable de d�eplier cette vari�et�e. Pour ce faire, nous avons introduit

le facteur F (Y

ij

) dans (6.1). Ce facteur est une fonction de pond�eration qui d�ecrô�t

avec la distance dans l'espace de sortie, comme c'est le cas dans l'algorithme de

Kohonen.

Toutefois, dans l'algorithme de Kohonen les points y

i

sont �xes. Au contraire,

dans VQP nous minimisons l'�energie en faisant bouger les y

i

. D'une certaine
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mani�ere, comme le facteur de pond�eration d�ecrô�t avec la distance dans y, on a

une m�ethode r�ecursive.

En pratique, on constate une grande facilit�e dans le d�epliage de structures

fortement non-lin�eaires, voire même boucl�ees (qu'il faut donc couper quelque

part). Cette facilit�e est similaire �a celle des cartes auto-organisantes dans les

mêmes conditions. Les essais que nous avons faits en tentant plutôt de mettre

une pond�eration en fonction des distances d'entr�ee (donc F (X

ij

)), comme dans

le \Non Linear Mapping" que l'on pr�esentera plus loin (x 8.3), montrent qu'il est

alors impossible de couper des vari�et�es boucl�ees (cercles, sph�eres, tores, : : : ).

On peut utiliser plusieurs formes pour F (Y

ij

), par exemple :

F (Y

ij

) = exp

 

�

Y

ij

�

y

(t)

!

(6:11)

avec �

y

(t) d�ecroissant au cours du temps, comme �(t), en 1=t.

Il faut toutefois faire attention �a un point. Pour que la r�egle soit conforme �a

ce qu'on attend d'elle (un rapprochement des points trop �eloign�es, et vice-versa),

nous avons dit (apr�es l'�equation (6.5), x 6.2) qu'il fallait assurer la condition :

2F (Y

ij

) > (X

ij

� Y

ij

)F

0

(Y

ij

) (6:12)

soit, comme F est d�e�nie positive, mais d�ecroissante (F

0

< 0) :

�

�

�

�

�

F (Y

ij

)

F

0

Y

ij

�

�

�

�

�

>

1

2

(Y

ij

�X

ij

) (6:13)

Dans le cas particulier, il vient :

�

y

(t) >

1

2

(Y

ij

�X

ij

) (6:14)

condition qui est di�cile �a assurer dans la pratique. En e�et, lors de la simulation

(avec �

y

(t) qui d�ecrô�t au cours du temps), il �nit par arriver que des distances

Y

ij

soient su�samment grandes par rapport aux X

ij

correspondantes pour que

la condition ne soit pas v�eri��ee. On assiste alors �a l'inverse de ce qu'on cherche :

les points concern�es, \trop �eloign�es" des autres, s'�eloignent encore davantage

1

.

Pour cette raison, il vaut mieux prendre une fonction de pond�eration comme :

F (Y

ij

) = u [�

y

(t)� Y

ij

] (6:15)

o�u u(x) est la fonction �echelon : u(x) =

(

1 pour x � 0

0 pour x < 0

.

1

Bien sûr, quand ils arrivent �a l'in�ni (ou dans ses parages), l'�energie est nulle. Ce n'est

toutefois pas exactement ce qu'on recherche.
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Cette fonction correspond en quelque sorte au voisinage rectangulaire dans les

cartes de Kohonen. Bien que ne donnant du poids dans l'�energie qu'aux distances

inf�erieures �a �

y

(t), sa d�eriv�ee est nulle. Ainsi, on peut garantir la validit�e de la

condition (6.12), quelque soient les param�etres.

Une autre fa�con de proc�eder peut être d'abandonner purement et simplement

la partie (X

ij

� Y

ij

)F

0

(Y

ij

) dans la r�egle (6.6). Cela revient �a consid�erer une

fonction dont la d�eriv�ee est nulle partout (du moins, partout o�u cette d�eriv�ee est

d�e�nie), c'est-�a-dire une fonction en marches d'escalier F

:

(Y

ij

) dont le pro�l suit

globalement la fonction d�esir�ee F (Y

ij

).

Dans tous les cas, le param�etre �

y

(t) correspond �a un voisinage dans l'espace

de sortie, �a une distance autour de y

i

�

en de�c�a de laquelle les autres unit�es sont

pr�ef�erablement adapt�ees (dans le cas du voisinage rectangulaire fait par la fonc-

tion �echelon, seules ces unit�es sont adapt�ees). Nous avons constat�e que, comme

dans les cartes auto-organisantes, il �etait utile (voire n�ecessaire pour les vari�et�es

fortement pli�ees) de proc�eder �a un balayage des distances de l'espace de sortie

avec �

y

(t), en partant d'une valeur puis en la diminuant au cours des it�erations.

Pratiquement, nous partons d'une valeur correspondant �a 4 fois le maximum par

composante de l'�ecart-type des donn�ees en entr�ee �

y

(0) = 4max

k

(

q

Var(�

k

)) et

nous descendons jusqu'�a �

y

(t

max

) = 1=5max

k

(

q

Var(�

k

)) par un pro�l exponentiel

identique �a celui des param�etres du \Neural Gas" (�equation (5.4)).

6.5 Qualit�e de la projection

Comme pour les cartes de Kohonen, il est important de connâ�tre la �abilit�e de

la projection qu'on obtient avec l'algorithme VQP. En e�et, la qualit�e de cette

projection d�epend de l'ad�equation de la dimension de sortie p et de la dimension

intrins�eque des donn�ees (la dimension de la vari�et�e), ainsi que de la con�guration

de d�epart, du nombre d'it�erations et des param�etres �(t) et �

y

(t).

Nous avons propos�e (x 4.5.3) une repr�esentation de la qualit�e de la projection

des cartes de Kohonen bas�ee uniquement sur les distances en entr�ee et sur la

grille. Il s'agit du diagramme de dispersion des valeurs Y

ij

et X

ij

. Les distances

en sortie (dy = fY

ij

j 8i; jg) sont sur l'axe horizontal, et les distances en entr�ee

(dx = fX

ij

j 8i; jg) sur l'axe vertical. Pour cette raison, nous avons appel�e cette

repr�esentation \dy � dx".

Cette repr�esentation est directement utilisable pour repr�esenter la qualit�e de

la projection r�ealis�ee par VQP et doit être interpr�et�ee de la même fa�con que

pour les cartes de Kohonen (voir x 4.5.3). La seule di��erence, peu remarquable

�a vrai dire, est que dans les cartes les distances Y

ij

sont quanti��ees puisqu'il

s'agit de la distance entre les n�uds de la grille. On a donc pour Kohonen Y

ij

2
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f1;

p

2; 2;

p

5; 2

p

2; 3;

p

10; : : :g, alors qu'ici toutes les distances Y

ij

2 IR

+

sont

possibles. D'autre part, la pente souhait�ee dans la caract�eristique pour Kohonen

d�epend de la variance des � et de la taille de la grille, tandis qu'ici, comme VQP

est cens�e copier en sortie les distances d'entr�ee, on veut une pente de 1.

L'algorithme de Kohonen peut être vu, d'une certaine mani�ere, comme es-

sayant de faire tendre la caract�eristique dy�dx vers une droite en faisant bouger

des points verticalement dans le diagramme. A l'inverse, VQP essaie d'atteindre

ce même r�esultat mais en faisant bouger horizontalement les points de la carac-

t�eristique.

Dans les exemples qui suivent (x 6.6), on montrera g�en�eralement, en plus des

poids dans les espaces d'entr�ee et de sortie, cette caract�eristique dy � dx.

Une autre source d'information sur la qualit�e de la conservation topologique

se trouve dans les \liens dynamiques" que l'on peut toujours cr�eer entre les unit�es

en fonction de leur proximit�e dans l'espace d'entr�ee (on obtient ainsi un graphe de

proximit�e, cf. x 3.7). On montre ces liens dans l'espace d'entr�ee, mais surtout dans

l'espace de sortie. Des replis, ou ruptures de projection, sont alors tr�es visibles :

il y a des croisements entre des liens, ce qui ne doit pas arriver normalement.

Ces deux moyens de repr�esentation de la qualit�e de projection peuvent être

disponibles tout au long de l'apprentissage. Leur coût en calcul et en m�emoire est

relativement modeste (de même que pour la repr�esentation dans les espaces des

poids, on rafrâ�chit l'a�chage sporadiquement, par exemple une fois par seconde).

L'information qu'ils apportent en cours de route donne une id�ee intuitive sur le

choix des di��erents param�etres. Avec un peu d'exp�erience, on peut parfaitement

identi�er et corriger un param�etre qui �evoluerait trop ou pas assez rapidement,

ou qui aurait une valeur initiale ou �nale inad�equate.

6.6 Exemples

Tout d'abord, nous allons observer le processus quand il n'y a pas de r�eduction de

dimension, c'est-�a-dire quand p = n. Le dessin des \liens dynamiques" permet de

voir la mise en ordre des points en sortie. Dans la �gure 6.3, on voit une s�equence

d'auto-organisation de l'espace de sortie, alors que les points en entr�ee (x

i

) sont

maintenus �xes

2

(�

in

= 0).

Le premier exemple avec d�epliage est la distribution en \fer �a cheval". On

a vu que l'ACP ne donnait strictement aucune information dans ce cas (les 3

valeurs propres sont identiques, et les 3 axes trouv�es sont al�eatoires). Les cartes

de Kohonen ne donnent une repr�esentation correcte que si l'on choisit a priori la

2

Dans cet exemple, on a d'abord initialis�e les poids x

i

sur une grille, puis lanc�e les it�erations

apr�es avoir initialis�e les vecteurs de sortie (y

i

) �a des valeurs al�eatoires.
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(0) (1) (6)

(12) (14) (30)

Figure 6.3: S�equence d'organisation de l'espace de sortie, l'espace d'entr�ee �etant �xe (256

points positionn�es sur une grille carr�ee). Pour chaque �etat, on montre la repr�esentation dy �

dx correspondante. Le nombre d'it�erations est indiqu�e entre parenth�eses. Apr�es 30 it�erations

seulement, le r�eseau est d�ej�a parfaitement organis�e.

bonne forme (hauteur de la grille / largeur

�

=

1=3).

Avec VQP, par contre, il su�t d'indiquer que l'on d�esire une projection vers

deux dimensions. La forme de la vari�et�e est automatiquement extraite et est cor-

rectement projet�ee par le r�eseau, ce qui r�ev�ele sa forme rectangulaire. Le r�esultat

de l'apprentissage est montr�e �a la �gure 6.4.

L'exemple suivant montre le d�epliage d'un cercle vers un espace en une seule

dimension. Pour e�ectuer ce d�epliage, il est n�ecessaire de couper le cercle quelque

part. La sortie y (scalaire dans ce cas) correspond �a l'abscisse curviligne depuis le

point de coupure. Cette abscisse est proportionnelle �a un angle. A une distance

Y donn�ee dans y, quel que soit l'endroit o�u on la mesure, correspond un seg-

ment du cercle d'ouverture �(Y ) constante. La distance X correspondante dans

l'espace d'entr�ee est la corde X = d sin(Y=d), o�u d est le diam�etre du cercle. La

caract�eristique dy � dx suit donc cette �equation (�gure 6.5).

Un exemple similaire est la projection non-lin�eaire d'une enveloppe de sph�ere

vers une sortie en 2 dimensions. Les points pr�esent�es au r�eseau sont sur des

latitudes ou des longitudes. On rep�ere facilement ces latitudes et longitudes dans

l'espace de sortie (�gure 6.6). Les points sont, comme dans l'exemple du cercle,

sur une structure ferm�ee. Il faut donc couper cette structure quelque part pour

pouvoir la mettre �a plat (c'est le probl�eme de la repr�esentation cartographique
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a b

c

Figure 6.4: R�esultat obtenu pour la distribution en \fer �a cheval". La repr�esentation est faite

dans l'espace des poids d'entr�ee (a) et de sortie (b), et l'on montre aussi le diagramme de

dispersion dy� dx (c). Ce diagramme montre que la projection est fortement non lin�eaire : au-

del�a d'une certaine distance en sortie, Y

ij

et X

ij

ne sont plus corr�el�ees, d'o�u une forte dispersion

du nuage. Cependant, localement la topologie est bien conserv�ee.

a b

c

Figure 6.5: Repr�esentation en une dimension d'un cercle. Celui-ci doit être coup�e en un

point pour pouvoir être d�epli�e. La caract�eristique dy � dx (c) suit l'�equation de la corde :

X = d sin(Y=d) (Y : distance de sortie, montr�ee en abscisse; X : distance d'entr�ee, montr�ee en

ordonn�ee).
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du planisph�ere). L�a aussi, la caract�eristique dy � dx suit globalement un pro�l

de fonction de corde. Cependant, la distance X ne d�epend pas uniquement de la

distance Y , mais aussi de l'endroit o�u on l'a mesur�ee dans l'espace de sortie, d'o�u

une certaine dispersion du nuage pour les distances Y moyennes et grandes.

a b

c

Figure 6.6: R�esultat obtenu pour une distribution sur une sph�ere. Sur la repr�esentation dy�dx,

on voit que, localement, la topologie est respect�ee. Par contre, pour les distances moyennes la

dispersion est assez grande. En�n, pour les valeurs extrêmes de Y

ij

, on trouve de petites valeurs

X

ij

: cela provient de ce que les plus grandes distances dans y se trouvent en faisant le tour de

la sph�ere, c'est-�a-dire en revenant presque au point de d�epart dans l'espace d'entr�ee.

Un autre exemple int�eressant de d�epliage est celui des \anneaux imbriqu�es"

3

.

La distribution se trouve �a l'int�erieur de deux tores enlac�es. Lorsqu'on projette

la distribution de 3 dimensions vers 2, chaque anneau est cass�e �a l'endroit o�u il

passe au centre de l'autre, ce qui donne un bon respect de la topologie partout,

�a l'exception du voisinage de ces points de coupure (�gure 6.7). Nous pouvons

a

b

c

Figure 6.7: Mise �a plat des \anneaux imbriqu�es". L'espace d'entr�ee est ici en 3 dimensions.

ajouter une supervision dans l'apprentissage des \anneaux imbriqu�es", en ajou-

tant aux vecteurs une 4

e

composante, qui est une �etiquette (valeur) di��erente

3

Ou du \v�elo qui s'est plant�e", comme dit Jeanny: : :
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selon l'anneau (la classe) d'appartenance. Dans l'espace �a 4 dimensions qui en

r�esulte, les anneaux ne sont plus imbriqu�es et il n'y a pas besoin de les casser

pour les mettre �a plat. On obtient ainsi le r�esultat illustr�e �a la �gure 6.8. Les

anneaux sont pr�eserv�es et sont simplement plac�es �a une certaine distance l'un de

l'autre. Cette distance d�epend en fait de la di��erence num�erique des �etiquettes,

puisque cette di��erence est transform�ee en distance. Ici, on a une di��erence de

2d, o�u d est le diam�etre d'un tore, soit x

i4

= +d pour les vecteurs d'un anneau et

x

i4

= �d pour l'autre. Apr�es apprentissage, la reconnaissance d'un vecteur peut

se faire en mettant x

i4

= 0, et en regardant dans quel cercle il est projet�e.

a

b

c

Figure 6.8: Mise �a plat des \anneaux imbriqu�es" avec supervision (indication de classe).

L'espace d'entr�ee est ici en 4 dimensions, la 4

e

�etant une �etiquette de classe.

Un dernier exemple est repris de [71], o�u Kohonen montre la possibilit�e de

faire une taxonomie de donn�ees abstraites �a l'aide d'une carte auto-organisante.

Les donn�ees sont des vecteurs o�u 5 attributs hypoth�etiques sont collect�es (donc

l'espace d'entr�ee est �a 5 dimensions). Les 32 vecteurs, �etiquet�es de `A' �a `Z' puis

de `0' �a `6' propos�es par Kohonen sont :

A B C D E F G H I J K L M N O P Q R S T U V W X Y Z 1 2 3 4 5 6

x

1

1 2 3 4 5 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

x

2

0 0 0 0 0 1 2 3 4 5 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

x

3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 3 3 3 3 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

x

4

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3 4 1 2 3 4 2 2 2 2 2 2

x

5

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3 4 5 6

On peut dessiner �a la main le \Minimal Spanning Tree" (MST) correspondant

�a ces donn�ees. A chaque \point de branchement" (par exemple `C', qui est proche

de `B', `D' et `F'), on fait partir une nouvelle branche dans la direction orthogonale
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�a celle de la branche actuelle (�gure 6.9).
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Figure 6.9: (D'apr�es

Kohonen [71]). \Minimal

Spanning Tree" (trac�e �a la

main) correspondant aux

donn�ees du probl�eme de

\taxonomie".

La �gure 6.10 montre ce que l'on obtient avec une carte auto-organisante

�a maille hexagonale 10 � 7. Apr�es apprentissage, on rep�ere chaque neurone sur

la grille par le label du vecteur pour lequel il est gagnant. Les neurones qui ne

gagnent jamais (unit�es mortes) sont indiqu�es par un `

J

'. On retrouve plus ou

moins la structure du MST, mais avec d'importantes distorsions.
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Figure 6.10: Projection des donn�ees du probl�eme de taxonomie dans une carte auto-

organisante (�gure de gauche). Apr�es l'apprentissage, on passe en revue tous les vecteurs, en

marquant �a chaque fois le neurone gagnant avec l'�etiquette du vecteur. La �gure de droite

montre la repr�esentation dy � dx correspondant �a la carte.

Avec VQP, par contre, il su�t de mettre autant de neurones que de vecteurs

et de �xer la sortie �a deux dimensions. Apr�es apprentissage, l'espace de sortie

r�ev�ele directement la structure des donn�ees d'une fa�con tr�es claire (�gure 6.11).

Ici, comme pour la �gure 6.10, on a identi��e les neurones par le label du vecteur

qui les fait gagner dans la couche d'entr�ee.
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Figure 6.11: Projection des donn�ees du probl�eme de taxonomie par VQP. Apr�es l'apprentis-

sage, on passe en revue tous les vecteurs, en marquant, dans l'espace de sortie (y), le neurone

gagnant avec l'�etiquette du vecteur. La repr�esentation dy�dxmontre que le respect de topologie

est bon localement. La corr�elation devient mauvaise apr�es une distance en sortie correspondant

�a 5 ou 6 fois l'�ecart moyen entre deux vecteurs adjacents.



Chapitre 7

Propri�et�es particuli�eres de VQP

7.1 Projection continue : interpolation et ex-

trapolation

La relation x ! y est quanti��ee par les N prototypes (x

i

! y

i

). Pour obtenir

un continuum dans la projection de n'importe quel point x de la distribution, on

ne minimise la même fonction (6.1) que lors de l'apprentissage, mais pour le seul

point y qui doit être la projection de x, en s'appuyant sur tous les couples (x

i

;y

i

)

existants. Donc, au lieu de positionner tous les points les uns par rapport aux

autres, on ne positionne qu'un point en gardant tous les autres �xes. On place

donc ce point cherch�e y par rapport aux y

i

en fonction des distances mesur�ees

entre x et les x

i

. Cela revient �a consid�erer un nouveau neurone �ctif avec les

poids x

0

et y

0

(nous d�esignons ce neurone \virtuel" par l'indice 0). L'�energie �a

minimiser est celle du neurone 0, tous les autres points �etant consid�er�es comme

�xes. Soit :

E

0

=

X

i

(X

i0

� Y

i0

)

2

F (Y

i0

) (7:1)

L'algorithme de projection est un simple algorithme de descente du gradient pour

placer y

0

. Le r�esultat obtenu est le point y image de x.

La �gure 7.1 illustre la projection de tous les points de la distribution en \fer

�a cheval", sur la base de 50 neurones. On remarque que non seulement les points

situ�es \entre" les neurones sont bien projet�es (c'est une sorte d'interpolation),

mais aussi que les points qui se trouvent �a l'ext�erieur de tout polygone de neurones

(la frange du bord de la distribution) sont �egalement projet�es de fa�con correcte

(c'est une extrapolation).

Cette propri�et�e d'extrapolation est plus particuli�erement illustr�ee dans les

�gures 7.2 �a 7.3. A la �gure 7.2, un r�eseau form�e de seulement 4 neurones a

appris une distribution en carr�e. Toute rotation, miroir, ou translation des 4

121
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a b

Figure 7.1: Projection de la distribution en \fer �a cheval". Le r�eseau VQP compos�e ici de

50 neurones a quanti��e et d�epli�e la distribution. Apr�es cette phase d'apprentissage, on utilise

le m�ecanisme de projection pour repr�esenter en sortie l'�equivalent de tous les points de la

distribution, sur la base des prototypes x

i

et y

i

du r�eseau.

vecteurs-poids de l'entr�ee convient et donne une erreur (6.1) nulle. Bien qu'en ne

s'appuyant que sur 4 �echantillons (x

i

! y

i

), la distribution compl�ete est projet�ee

sans distorsion visible �a l'�il nu.

Sans changer les poids apr�es apprentissage du carr�e (�gure 7.2), on pr�esente

maintenant une distribution en forme de cercle, qui ne coupe la zone apprise (le

carr�e) que sur un quart (�gure 7.3). On voit que cette partie est parfaitement

projet�ee, bien que le nombre de neurones soit tr�es faible. Les capacit�es d'extra-

polation sont tout aussi remarquables : la partie du cercle en dehors de la zone

apprise est correctement repr�esent�ee. Sur la �gure, on a volontairement exag�er�e

l'erreur commise pour la rendre visible. En r�ealit�e, on ne la voit pas : avec 200

it�erations de minimisation de (6.1) pour chaque point de la projection, on obtient

une erreur moyenne de positionnement de 0:0008 fois le diam�etre du cercle (soit

une erreur relative de 0:08%).

Un autre exemple (�gure 7.4) montre la projection en 2 dimensions d'une

distribution particuli�ere sur une sph�ere, avec les poids qui avaient �et�e appris dans

l'exemple de la �gure 6.6. La distribution en question correspond aux contours

des côtes sur la terre.

La propri�et�e d'extrapolation est particuli�erement nouvelle. Elle constitue une

di�cult�e pour la plupart des r�eseaux dont le but est d'associer continûment une

sortie avec une entr�ee, et qui se contentent g�en�eralement de l'interpolation entre

les vecteurs-poids. Par exemple, dans les r�eseaux de type RBF (\Radial Basis

Functions" [100]), ou dans certaines utilisations du r�eseau de Kohonen ([18, 17])

ou de la \CounterPropagation" [52], cette interpolation est un calcul de bary-

centre pond�er�e par des fonctions noyaux. Par le fait que les noyaux sont positifs
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a b

Figure 7.2: Projection d'un carr�e par un r�eseau VQP form�e de 4 neurones seulement. (a) Es-

pace d'entr�ee, avec les poids ayant quanti��e la distribution, et, en superposition, la distribution.

(b) Espace de sortie, avec les poids de sortie, et la projection du carr�e.

a b

Figure 7.3: Projection d'un cercle avec un r�eseau VQP ayant appris un petit carr�e. (a) Espace

d'entr�ee, avec les poids ayant quanti��e la distribution apprise (petit carr�e), et la distribution de

test en forme de cercle. (b) Espace de sortie, avec les poids de sortie, et la projection du cercle.

Sur cette illustration, on a volontairement rendu visible l'erreur en ne laissant au r�eseau que 2

it�erations pour projeter chaque point.
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Figure 7.4: Exemple d'interpolation dans un cas o�u le mapping est fortement non-lin�eaire.

Avec les poids x

i

et y

i

de la �gure 6.6, on projette ici le contour des côtes de la terre (les donn�ees

sont extraites du programme `xearth' du domaine public, �ecrit par Kirk Lauritz Johnson, Jim

Frost et Jamie Zawinski). En superposition, on voit les poids de l'espace de sortie, relativement

espac�es par rapport �a la �nesse des d�etails.
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a b c

Figure 7.5: Quelques-uns des probl�emes rencontr�es avec une interpolation par noyaux. En (a),

on demande la même tâche qu'�a la �gure 7.3, sauf qu'on utilise une interpolation par noyaux, et

16 neurones au lieu de 4. L'extrapolation est impossible (la partie du cercle qui sort du carr�e est

projet�ee sur les bords du carr�e). Même avec 16 points au lieu de 4, l'interpolation est de moins

bonne qualit�e qu'avec VQP, comme on le voit en (b) et (c), o�u l'on projette la distribution

carr�ee qui avait servi pour l'apprentissage des poids. La qualit�e de cette interpolation d�epend

fortement de la taille des noyaux : en (b), le rayon des noyaux est trop faible (agglom�erats),

alors qu'en (c), il est trop grand (concentration vers le centre des y

i

).

(g�en�eralement des gaussiennes), l'extrapolation est impossible. On voit une illus-

tration de ce ph�enom�ene dans la �gure 7.5a, qui est l'�equivalent de la �gure 7.3,

mais avec une m�ethode d'interpolation par noyaux et un nombre de neurones plus

�elev�e (16 au lieu de 4).

D'une mani�ere g�en�erale, comme la quanti�cation ne place pas de vecteurs

tout au bord de la distribution, de telles m�ethodes d'interpolation par noyaux

gaussiens donnent de tr�es mauvais r�esultats sur les bords de la distribution. Un

autre probl�eme inh�erent �a ce type de m�ethodes est que la pr�ecision de l'interpo-

lation d�epend fortement de la fa�con dont on a adapt�e le rayon des noyaux : des

noyaux trop �etroits vont donner une projection o�u les points sont resserr�es par

paquets autour des vecteurs y

i

(�gure 7.5b), tandis que des noyaux trop larges

vont concentrer la distribution vers le centre de gravit�e des y

i

(�gure 7.5c). Le

r�eglage adaptatif des rayons est donc une tâche complexe qui de surcrô�t ralentit

l'apprentissage. VQP ne sou�re pas de ce probl�eme puisqu'il se base uniquement

sur les distances pour d�e�nir une projection continue.

7.2 Pr�ecision de la projection continue

Nous pouvons analyser la pr�ecision de cette projection continue dans le cas par-

ticulier o�u l'on n'a pas de r�eduction de dimension (p = n : la dimension en sortie

est identique �a celle d'entr�ee). En e�et, dans ce cas, il n'est pas n�ecessaire de

pond�erer les termes de l'�energie par une fonction d�ecroissant avec la distance.
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Cette �energie s'�ecrit alors :

E =

1

2

X

i

X

j 6=i

(X

ij

� Y

ij

)

2

(7:2)

On a vu que n'importe quelle rotation, translation et miroir des x

i

convenait

comme solution pour y

i

et donnait même E = 0 (x 6.3). Pour les mêmes raisons,

l'algorithme de projection continue dans le cas p = n d�erive de la fonction sans

pond�eration :

E

0

=

X

i

(X

i0

� Y

i0

)

2

(7:3)

(qui est l'�equivalent de (7.1) en posant F (Y

i0

) = 1).

Pour aborder ce calcul de pr�ecision de la projection continue, nous posons la

question : \Comment y

0

varie-t-il lorsqu'on d�eplace un seul point (d�esignons-le

par y

m

) de dy

m

?"

Nous notons par (:)

0

les valeurs du nouvel �equilibre obtenu, c'est-�a-dire :

y

0

m

= y

m

+ dy

m

y

0

0

= y

0

+ dy

0

E

0

0

= E

0

(y

m

+ dy

m

;y

0

+ dy

0

) (7.4)

L'algorithme de projection est d�e�ni par la recherche du y

0

qui minimise E

0

.

On peut donc �ecrire, �a l'�equilibre avant perturbation : r

0

E

0

= 0. De même,

�a l'�equilibre apr�es perturbation, on a : r

0

E

0

0

= 0 (le dy

0

correspondant est la

variation de y

0

qui compense au mieux la variation dy

m

).

On peut d�evelopper E

0

0

autour de (y

m

;y

0

). On a (en se limitant au premier

ordre) :

E

0

0

= E

0

+

"

r

m

E

0

r

0

E

0

#

T

"

dy

m

dy

0

#

+ � � � (7:5)

Le gradient de E

0

0

par rapport �a y

0

s'exprime par d�erivation de (7.5), et s'�ecrit :

r

0

E

0

0

=r

0

E

0

+r

0

"

r

m

E

0

r

0

E

0

#

T

"

dy

m

dy

0

#

+ � � � (7:6)

o�u l'on voit apparâ�tre un terme de second ordre, n�ecessaire pour calculer le

dy

0

qui compense dy

m

. Comme on a suppos�e la convergence de l'algorithme de

projection continue aussi bien avant qu'apr�es la perturbation,r

0

E

0

0

=r

0

E

0

= 0,

et l'on obtient ainsi la condition qui va nous permettre d'exprimer dy

0

en fonction

de dy

m

:

0 =r

0

"

r

m

E

0

r

0

E

0

#

T

"

dy

m

dy

0

#

(7:7)
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soit :

r

0

(r

0

E

0

)

T

dy

0

= �r

0

(r

m

E

0

)

T

dy

m

(7:8)

On a pour les d�eriv�ees :

r

0

E

0

= 2

X

i

(X

i0

� Y

i0

)u

0i

r

m

E

0

= �2(X

m0

� Y

m0

)u

0m

r

0

(r

0

E

0

)

T

= 2

X

i

�

X

i0

Y

i0

u

0i

u

T

0i

�

X

i0

� Y

i0

Y

i0

I

�

r

0

(r

m

E

0

)

T

= �2

�

X

m0

Y

m0

u

0m

u

T

0m

�

X

m0

� Y

m0

Y

m0

I

�

(7.9)

avec u

ij

le vecteur directeur de y

i

vers y

j

, soit u

ij

= (y

j

� y

i

)=Y

ij

.

Si l'on suppose que les points y

i

eux-mêmes sont bien plac�es (et donnent une

�energie totale E = 0), c'est-�a-dire si l'on suppose que X

ij

= Y

ij

8i; j, alors les

termes se simpli�ent et (7.8) devient :

 

X

i

u

0i

u

T

0i

!

dy

0

= u

0m

u

T

0m

dy

m

(7:10)

On peut r�e�ecrire le terme de gauche en utilisant une matrice U

0

de taille N�p

dont les colonnes sont les u

0i

:

X

i

u

0i

u

T

0i

= U

0

U

T

0

(7:11)

U

0

U

T

0

est la matrice de corr�elation du nuage des u

0i

. Comme elle est sym�e-

trique, elle est orthogonalement diagonalisable, c'est-�a-dire qu'on peut l'exprimer

sous la forme :

U

0

U

T

0

= R�R

T

(7:12)

avec � la matrice diagonale des valeurs propres de U

0

U

T

0

et R la matrice de rota-

tion (orthonorm�ee) dont les colonnes r

i

sont les vecteurs propres correspondants

aux �

i

(rappel : R

�1

= R

T

). La somme des valeurs propres est la trace de �.

A cause des propri�et�es de la trace (qui n'est pas chang�ee par rotation), c'est

�egalement la trace de U

0

U

T

0

. On v�eri�e ais�ement que cette derni�ere est :

Trace

�

U

0

U

T

0

�

=

p

X

k=1

N

X

i=1

u

2

ik

=

N

X

i=1

 

p

X

k=1

u

2

ik

!

=

N

X

i=1

(1) = N (7.13)
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Donc, la somme des p valeurs propres vaut N .

En utilisant ces notations, on peut �ecrire dans le cas g�en�eral (pour y

0

situ�e

n'importe o�u par rapport aux y

i

, c'est-�a-dire pour n'importe quelle distribution

des u

0i

) :

R�R

T

dy

0

= u

0m

u

T

0m

dy

m

(7:14)

On peut chercher la projection de dy

0

sur l'axe principal r

i

, en pr�emultipliant

les deux termes par r

T

i

:

r

T

i

R�R

T

dy

0

= r

T

i

u

0m

u

T

0m

dy

m

�

i

r

T

i

dy

0

= r

T

i

u

0m

u

T

0m

dy

m

(7.15)

Les matrices � et U

0

U

T

0

sont inversibles si et seulement si rang(U

0

) = p, c'est-

�a-dire si les u

0i

sont g�en�erateurs de l'espace IR

p

. Dans le cas contraire, cela signi�e

que tous les y

i

sont contenus dans un sous-espace de plus faible dimension, et il

su�t alors de reconsid�erer le probl�eme dans ce sous-espace (en se pla�cant dans le

rep�ere R, en �eliminant les composantes nulles et repartant avec p = rang(U

0

)).

Si les matrices sont inversibles, aucune valeur propre n'est nulle, et l'on peut

�ecrire d'apr�es (7.15) :

r

T

i

dy

0

=

1

�

i

r

T

i

u

0m

u

T

0m

dy

m

(7:16)

La norme de dy

0

se trouve maintenant facilement :

kdy

0

k =

s

X

i

(r

T

i

dy

0

)

2

=

v

u

u

t

X

i

 

1

�

2

i

kr

T

i

u

0m

u

T

0m

dy

m

k

2

!

=

v

u

u

t

X

i

cos

2

�(r

i

;u

om

) cos

2

�(u

om

; dy

m

)

�

2

i

kdy

m

k (7.17)

L'ennui, c'est que certaines valeurs propres �

i

peuvent être petites, même si

leur somme vaut N . En fait, le pire des cas (celui qui donne une d�eviation kdy

0

k

maximale pour une modi�cation kdy

m

k donn�ee) survient quand dy

m

ainsi que

u

0m

sont tous deux align�es avec l'axe r

j

correspondant �a la plus petite valeur

propre �

j

. D'autre part, cette valeur propre est minimale dans le cas suivant :

tous les u

0;i 6=m

sont orthogonaux �a r

j

, et seul le point y

m

contribue �a la variance

sur cet axe. On peut montrer facilement que dans ce cas, �

j

= r

T

j

u

0m

. Il vient

alors imm�ediatement de (7.15) que dans ce cas :

r

T

j

dy

0

= u

T

0m

dy

m

(7:18)



7.3. PROJECTION CONTINUE DANS LE BRUIT 129

Comme par ailleurs on a pos�e pour ce cas particulier que u

0m

�etait colin�eaire

avec r

j

, il s'ensuit que r

T

i 6=j

u

0m

= 0, puisque les r

i

sont orthogonaux entre eux.

Par cons�equent, on peut poser pour ce cas :

kdy

0

k = kdy

m

k (7:19)

Il faut bien remarquer qu'il s'agit l�a d'un cas limite. Dans la pratique, on

esp�ere que les y

i

sont mieux r�epartis.

Un autre cas, plus fr�equent, est int�eressant �a consid�erer : le point y

0

se trouve

dans la distribution des y

i

, et ces derniers sont r�epartis de fa�con isotrope dans

tout l'espace environnant. Dans ce cas, l'ellipso��de d'inertie des u

0i

tend vers

une sph�ere. Toutes les valeurs propres de U

0

U

T

0

sont �egales. Comme il y a p

valeurs propres et que leur somme vaut N , elles valent alors � = N=p, et l'on a

� = �I = N=pI. Il vient donc (en �ecrivant les normes au carr�e de chaque terme

de (7.14)) :

(R�R

T

dy

0

)

T

(R�R

T

dy

0

) = (u

0m

u

T

0m

dy

m

)

T

(u

0m

u

T

0m

dy

m
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on encore :

kdy

0

k =

p

N





u

T

0m

dy

m





 (7.20)

c'est-�a-dire que, en normes, la variation du point y

0

vaut p=N de la projection

de la variation de y

m

sur l'axe entre y

0

et y

m

.

7.3 Projection continue dans le bruit

Lorsque la distribution poss�ede un certain bruit autour de sa \vari�et�e moyenne"

(voir �gure 7.6), les points � peuvent se trouver �a côt�e de cette vari�et�e, disons �a

une distance ". Soit X

i0

la distance mesur�ee entre � (le point bruit�e) et x

i

, et X

0

i0

la distance entre �

0

(la meilleure approximation de � sur la vari�et�e) et x

i

. On peut

dire que X

i0

est une version bruit�ee de X

0

i0

. Malheureusement, l'erreur relative

entre X

i0

et X

0

i0

est d'autant plus forte que X

i0

est petite. En particulier, pour

les points x

i

les plus proches de � (l�a o�u la vari�et�e est localement orthogonale �a

� � �

0

), on a :

X

02

i0

+ "

2

= X

2

i0

(7:21)

Comme c'est justement des petites distances que l'on tient le plus compte

dans VQP, ainsi qu'on l'a d�ej�a expliqu�e, cette perturbation " est fort gênante

pour le calcul de la projection continue.
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x
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ε
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Figure 7.6: Projection dans le cas de donn�ees se trouvant �a côt�e de la vari�et�e apprise. En

donnant un degr�e de libert�e suppl�ementaire �a y

0

, on am�eliore consid�erablement la pr�ecision

de la projection. De plus, la valeur trouv�ee pour cette variable suppl�ementaire correspond, en

valeur absolue, �a ".

Une astuce permet d'�eliminer pratiquement compl�etement ce probl�eme.

Comme l'erreur est orthogonale �a la vari�et�e au voisinage de �, l'id�ee consiste

�a donner un degr�e de libert�e de plus �a la projection, sur un axe orthogonal �a

l'espace de sortie. Tout se passe comme si l'on travaillait avec une dimension de

sortie �egale �a p+1, mais avec la p+1�eme composante nulle pour tous les y

i

, sauf

pour le y

0

dont on cherche la position par minimisation de (7.1). On peut ex-

traire la composante en question (nommons-la �), a�n d'�eviter de stocker toutes

les composantes nulles. La r�egle utilis�ee dans l'algorithme de projection devient

alors :

�y

0

= �

X

i

X

i0

� Y

i0

Y

i0

[2F (Y

i0

)� (X

i0

� Y

i0

)F (Y

i0

)] (y

0

� y

i

) (7.22)

�� = �

X

i

X

i0

� Y

i0

Y

i0

[2F (Y

i0

)� (X

i0

� Y

i0

)F (Y

i0

)] � (7.23)

avec la nouvelle d�e�nition de Y

i0

:

Y

i0

=

v

u

u

t

�

2

+

p

X

k=1

(y

ik

� y

0k

)

2

(7:24)

Il faut initialiser � avec une valeur non-nulle, par exemple la distance X

i

�

0

trou-

v�ee avec le point le plus proche de � : le gagnant euclidien i

�

de la couche de

quanti�cation vectorielle.
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Les simulations montrent qu'ainsi modi��e, l'algorithme de projection conti-

nue est nettement plus pr�ecis dans le cas de donn�ees bruit�ees. Par ailleurs, il

est int�eressant de constater que � donne, en valeur absolue, une estimation de

". Cette information peut être utilis�ee pour tester si les points pr�esent�es apr�es

apprentissage sont �eloign�es de la vari�et�e apprise (par exemple, au x 9.3.2).

7.4 Projection inverse

Il est int�eressant de pouvoir retrouver dans l'espace d'entr�ee l'�equivalent d'un

point en sortie. Avec VQP, pour obtenir cette projection inverse, on permute

simplement les rôles de l'entr�ee et de la sortie et on applique le même principe

que pour la projection continue. Bien qu'ici cette projection se fasse avec augmen-

tation de dimension (de p vers n) la m�ethode consistant �a minimiser l'�energie (7.1)

est applicable directement puisque cette �energie n'est d�e�nie qu'en fonction des

distances dans les espaces d'entr�ee et de sortie.

Un premier exemple permet d'illustrer la capacit�e de g�en�eralisation du r�eseau

VQP muni de ces possibilit�es de projection et de projection inverse. Il s'agit en

l'occurrence de l'apprentissage et de la g�en�eralisation d'un arc de cercle �a l'aide

de 4 neurones seulement. Une distribution en forme de demi-cercle est apprise

par un r�eseau VQP dont la sortie est en une dimension seulement. Nous avons

vu (x 6.6) que dans ce cas la sortie correspondait �a l'abscisse curviligne du cercle.

Ici, la relation (demi-cercle! droite) est quanti��ee par 4 points seulement. La

projection de l'ensemble de la distribution donne un segment de droite, grâce aux

propri�et�es d'interpolation et d'extrapolation vues pr�ec�edemment (x 7.1).

Plus int�eressante est la projection inverse vers l'entr�ee du segment de droite

en sortie. Cette op�eration, illustr�ee �a la �gure 7.7, montre que le cercle n'est pas

approxim�e par des segments de droites comme on pourrait s'y attendre, mais que

son arrondi est reconstitu�e entre les points x

i

! Cette propri�et�e tr�es particuli�ere

s'explique par les possibilit�es d'extrapolation du m�ecanisme de projection que

l'on a illustr�ees plus haut.

Un autre exemple reprend le probl�eme des anneaux imbriqu�es (�gure 6.7,

page 117). Apr�es apprentissage, on projette en arri�ere une distribution de points

(en forme d'ellipse) englobant les y

i

trouv�es par le r�eseau, et on analyse le r�esultat

dans l'espace d'entr�ee. Les points trouv�es en entr�ee sont sur une sorte de surface

liss�ee sous-tendue par les deux anneaux (�gure 7.8).
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a b

Figure 7.7: Exemple de projection inverse, depuis le segment de droite de l'espace de sortie

(b) vers l'espace d'entr�ee (a). La reconstruction du demi-cercle montre la g�en�eralisation faite

par le r�eseau VQP.

a

b

Figure 7.8: Projection inverse et g�en�eralisation. La con�guration des poids en entr�ee et en

sortie correspond au probl�eme des \anneaux imbriqu�es" (voir page 117). On a fait ici la pro-

jection inverse d'une distribution englobant les poids dans l'espace de sortie y

i

(b). Le r�esultat

obtenu en entr�ee est le nuage de points illustr�e en (a).



Chapitre 8

Repr�esentation non lin�eaire

8.1 \Multidimensional Scaling"

Bien avant le d�eveloppement de VQP ou même des cartes de Kohonen, des psy-

chologues am�ericains se sont int�eress�es �a la recherche de structure de vari�et�e par

d�epliage ou minimisation d'une fonction d'�energie. En 1962, Shepard [111, 114] a

ouvert une nouvelle voie, celle du \Multidimensional Scaling" (MDS). Nous allons

exposer cette m�ethode en prenant nos notations habituelles.

Pour retrouver la structure d'une distribution par d�epliage, la m�ethode consiste

�a placer des points y

i

dans un nouvel espace de dimension r�eduite p < n, par mi-

nimisation d'un crit�ere de distorsion. Chaque point y

i

repr�esente un point x

i

de

l'espace d'entr�ee. L'espace de y, de dimension p, peut être vu comme l'espace pa-

ram�etrique d'une fonction inconnue dont la valeur est le vecteur �a n dimensions :

x = f (y).

8.1.1 Notion de continuit�e en une dimension

Pour construire le crit�ere de distorsion �a minimiser, l'id�ee centrale est la notion

de continuit�e, ou de progressivit�e dans les donn�ees. Une bonne progressivit�e est

obtenue quand, pour une faible variation des param�etres, la fonction varie peu.

Cette notion est plus facile �a d�e�nir en une dimension que dans le cas g�en�eral

multidimensionnel. Shepard mentionne notamment son utilisation par Von Neu-

mann dans le cadre de l'analyse de s�equences temporelles. Les valeurs x

i

sont alors

des mesures faites selon un �echantillonnage r�egulier (l'intervalle de temps entre

i et i + 1 est constant), et monodimensionnel. Dans ce contexte, Von Neumann

utilise une mesure (inverse) de continuit�e bas�ee sur le carr�e moyen de la di��erence

133
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entre deux �echantillons successifs, le tout �etant normalis�e par la variance :

� =

�

2

S

2

=

E

[(x

i+1

� x

i

)

2

]

Var(x

i

)

(8:1)

En laissant pour l'instant de côt�e le facteur de normalisation 1=Var(x

i

), on a

l'estimateur :

�

2

=

E

[(x

i+1

� x

i

)

2

] =

1

N � 1

N�1

X

i=1

(x

i+1

� x

i

)

2

(8:2)

De faibles valeurs de cette mesure �

2

=S

2

indiquent une bonne progressivit�e dans

la s�erie de x

i

. Il faut remarquer que cela n'implique pas que les x

i

doivent être sur

une droite, ou même qu'ils doivent être monotones : il su�t que les changements

soient \doux".

Si l'�echantillonnage n'est pas fait de fa�con r�eguli�ere, comme c'est g�en�eralement

le cas dans les donn�ees (o�u l'on ne connâ�t pas a priori les intervalles dans l'espace

param�etrique), il faut tenir compte de cette irr�egularit�e. Cela peut être r�ealis�e

par un changement d'�echelle tel que l'�ecart entre deux y

i

soit ramen�e �a l'unit�e :

�

2

=

1

N � 1

N�1

X

i=1

(x

i+1

� x

i

)

2

(y

i+1

� y

i

)

2

(8:3)

(ou, dans un cas continu, �

2

=

R

b

a

f

0

(y)

2

dy si [a; b] est le domaine de y).

8.1.2 Extension au cas multidimensionnel

La mesure (8.3) (donc la notion de continuit�e) sou�re encore de deux probl�emes :

1. Elle ne peut pas être �etendue ais�ement �a p > 1 dimensions, c'est-�a-dire �a

des param�etres y vectoriels, car la notion d'adjacence n'est pas d�e�nie pour

des �echantillonnages irr�eguliers �a plus d'une dimension.

2. Même en une dimension, la restriction aux couples d'�echantillons adjacents

est un peu arbitraire. Il peut arriver que des �echantillons non adjacents

soient plus proches que d'autres qui sont adjacents.

Pour ces raisons, Shepard et Carroll proposent (toujours dans [114]) de tenir

compte de tous les couples (i; j) de points. Toutefois, si la notion d'adjacence

est abandonn�ee, il devient alors n�ecessaire de pond�erer les termes (x

i

� x

j

)

2

par un facteur w

ij

d�ecroissant de fa�con monotone avec la s�eparation entre les

param�etres (c'est l'�equivalent fonctionnel de F (Y

ij

) dans VQP). Pour reprendre

nos conventions, nous noterons par X

ij

= kx

i

� x

j

k la distance entre deux points
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de l'espace d'entr�ee, et Y

ij

=





y

i

� y

j





 la distance entre deux points de l'espace

param�etrique. On obtient alors :

�

2

=

X

i

X

j 6=i

X

2

ij

Y

2

ij

w

ij

(8:4)

Une pond�eration simple est :

w

ij

=

1

Y

m

ij

(8:5)

avec m > 0. Par exemple, avec m = 2, on obtient :

�

2

=

X

i

X

j 6=i

X

2

ij

Y

4

ij

(8:6)

8.1.3 Normalisation

Dans le cas de la mesure introduite par Von Neumann (8.1), la normalisation

(par le facteur 1=Var(x

i

)) est faite de telle fa�con qu'un changement d'�echelle

dans les x

i

soit sans e�et sur la mesure. D'autre part, l'�ecart du param�etre (le

temps, en l'occurrence) entre deux �echantillons adjacents est suppos�e constant

(�echantillonnage r�egulier). Ici, on est dans le cas contraire : les x

i

sont les donn�ees

du probl�eme et ne changent donc pas, alors que les y

i

forment un �echantillonnage

irr�egulier de l'espace param�etrique �a retrouver par optimisation de l'indice de

continuit�e. En l'absence d'une normalisation bas�ee sur les y

i

, la minimisation

de (8.6) conduira �a la solution d�eg�en�er�ee o�u les y

i

ont des valeurs tr�es grandes

(les distances entre elles �etant tr�es grandes aussi, on peut rendre par ce moyen le

crit�ere arbitrairement petit). Il est donc n�ecessaire d'introduire une normalisation

qui rende le crit�ere ind�ependant de l'�echelle en y. Un facteur de normalisation

ad�equat, qui rend num�erateur et d�enominateur homog�enes par rapport �a Y

ij

, est

1=(

PP

1

Y

2

ij

)

2

. On obtient donc en d�e�nitive :

� =

X

i

X

j 6=i

X

2

ij

Y

4

ij

0

@

X

i

X

j 6=i

1

Y

2

ij

1

A

2

(8:7)

L'usage de la distance euclidienne est arbitraire, et ce crit�ere � peut être
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g�en�eralis�e :

� =

X

i

X

j 6=i

(X

2

ij

)

a

(Y

2

ij

)

b

0

@

X

i

X

j 6=i

1

�

Y

2

ij

�

c

1

A

b=c

(8:8)

avec a� b+ c = 0.

8.1.4 Mise en �uvre

Une bonne repr�esentation de la vari�et�e d'un ensemble de points n-dimensionnels

x

i

peut être d�e�nie comme la recherche d'un espace param�etrique �a p dimensions,

support�e par des points y

i

tels que l'indice de continuit�e � (8.7) soit optimis�e.

Comme � est en r�ealit�e un indice inverse (une faible valeur indique une grande

continuit�e), cette optimisation est une minimisation.

Pratiquement, Shepard et Carroll proposent de �xer a priori la dimension

intrins�eque estim�ee p, puis d'initialiser des points y

i

�a des valeurs al�eatoires. A

partir de l�a, � est minimis�e par un processus de descente de gradient, c'est-�a-dire

qu'�a chaque it�eration, pour la k-i�eme composante du point i :

�y

ik

= ��

@�

@y

ik

(8:9)

Le processus it�eratif est arrêt�e lorsque � ne parâ�t plus diminuer. Plusieurs

essais sont faits avec des valeurs de d�epart di��erentes pour les y

i

, et l'on retient

la solution qui donne, apr�es convergence, un � minimum.

Le principal probl�eme de cette m�ethode est la complexit�e du gradient de � (et,

pour une implantation \neuronale", sa non-localit�e). A chaque �etape du calcul, il

faut en e�et connâ�tre toutes lesN(N�1) distancesX

ij

et Y

ij

. Cela repr�esente une

charge de calcul et une occupation m�emoire qui rendent l'algorithme inutilisable

pour un grand nombre de points (la limite se situant, selon le type de machine,

entre N = 100 et N = 1000).

N�eanmoins, l'approche est tr�es int�eressante parce qu'elle est la premi�ere (�a

notre connaissance) qui a permis de d�eplier une structure de donn�ees dans un

espace de dimension inf�erieure, sans a priori sur la forme de la vari�et�e. Seule

la dimension p doit être estim�ee. Shepard propose de faire plusieurs essais avec

des valeurs de p de plus en plus petites, en retenant la plus faible ayant donn�e

un crit�ere de distorsion �nal \acceptable". La solution correspondante est alors

une repr�esentation non lin�eaire, en dimensions r�eduites, des points x

i

de l'espace

d'entr�ee.
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D�evelopp�ee au �l des ans par Shepard et ses coll�egues Carroll et Kruskal [75,

114], puis par Koontz et Fukunaga [74], cette voie dans l'analyse de donn�ees s'est

diversi��ee et a �et�e illustr�ee par un grand nombre d'exemples d'applications dans

de nombreux domaines (une revue tr�es compl�ete de Carroll et Arabie datant

de 1980 [14] mentionne plus de 300 r�ef�erences). Un des d�eveloppements les plus

utilis�es �a pr�esent est le \nonmetric MDS" [112, 113], qui permet d'analyser des

matrices de dissimilitudes pouvant ne pas avoir les caract�eristiques des distances.

En e�et, lorsque les X

ij

ne respectent pas l'in�egalit�e du triangle, on ne peut

obtenir une repr�esentation o�u les distances Y

ij

ne correspondent aux dissimilitudes

X

ij

que d'une fa�con ordinale.

8.2 Lien avec les cartes de Kohonen

La recherche de continuit�e ou de progressivit�e expliqu�ee plus haut (x 8.1.1) n'est

pas sans �evoquer ce que l'on per�coit intuitivement comme le but de l'algorithme

d'auto-organisation de Kohonen. Nous avons a�rm�e (x 4.2, x 4.4) que la fonction

du r�eseau de Kohonen �etait double :

� quanti�cation vectorielle d'une part,

� repr�esentation non lin�eaire dans un espace de dimensions r�eduites (la carte,

g�en�eralement �a une ou deux dimensions) d'autre part.

Nous allons donner ici des �el�ements pour justi�er cette a�rmation. Rappelons

que dans notre notation les vecteurs-poids sont appel�es x

i

, la position dans la

grille est not�ee y

i

, et les distances dans ces deux espaces sont X

ij

respectivement

Y

ij

. Repartons de la r�egle d'adaptation des vecteurs-poids (4.2), o�u j repr�esente

le num�ero de l'unit�e gagnante (dont le vecteur-poids est le plus proche de l'entr�ee

�) :

�x

i

= �(t)G(y

i

;y

j

; t)(� � x

i

) (8:10)

G(y

i

;y

j

; t) est g�en�eralement une fonction radiale (qui ne d�epend que de la dis-

tance Y

ij

entre y

i

et y

j

). De plus, on peut s�eparer (� � x

i

) en deux parties. On

obtient alors :

�x

i

= �(t)G(Y

ij

; t)(� � x

j

+ x

j

� x

i

) (8:11)

On peut �ecrire l'esp�erance du d�eplacement des vecteurs-poids comme �etant :

E

(�x

i

) = �(t)

2

4

N

X

j=1

G(Y

ij

)

Z

�2S

j

(� � x

j

)P (�)d� +

N

X

j=1

(x

j

� x

i

)G(Y

ij

)

3

5

(8:12)

o�u S

j

est la r�egion de dominance de l'unit�e j (r�egion de Vorono�� dans le cas

euclidien; voir x 3.1). Les sommes se font sur tous les j, parce que l'on consid�ere
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que tous ont la même chance de gagner (bien que ce ne soit pas tout �a fait vrai,

en tout cas au d�ebut de l'apprentissage).

On v�eri�e alors que (8.12) d�erive de la fonction :

E = E

vq

+ E

mds

(8.13)

E

vq

=

1

2

X

i

X

j

G(Y

ij

)

Z

�2S

j

(� � x

j

)

T

(� � x

i

)P (�)d� (8.14)

E

mds

=

1

2

X

i

X

j

X

2

ij

G(Y

ij

) (8.15)

En r�ealit�e, (8.14) n'est pas d�erivable partout. En particulier, le gradient n'existe

pas sur les hyperplans s�eparateurs des r�egions S

j

. Il a d'ailleurs �et�e d�emontr�e [40]

qu'il �etait impossible d'associer une fonction de potentiel globalement d�ecrois-

sante �a l'algorithme de Kohonen dans le cas d'une distribution continue. Par

contre, une telle fonction de potentiel existe dans le cas o�u les vecteurs d'entr�ee

sont tir�es d'un ensemble �ni d'�echantillons [103]. Dans la pratique, toutefois, cette

distinction parâ�t quelque peu acad�emique puisque l'algorithme e�ectue toujours

un nombre �ni d'it�erations et ne \voit" par cons�equent qu'un �echantillonnage

�ni de la distribution. De plus, cette distribution elle-même est g�en�eralement un

ensemble �ni, disponible sous forme d'un �chier de mesures.

8.2.1 Premier terme : E

vq

Dans la double somme de (8.14), on peut distinguer les couples i = j des autres.

Dans ce cas, en e�et, on a Y

ii

= 0 par d�e�nition (distance d'un point �a lui-même).

Comme on utilise en g�en�eral une fonction G(Y

ij

) d�ecroissante et qui donne un

maximum de 1 pour Y

ij

= 0, on obtient :

E

vq

i=j

=

X

i

Z

�2S

i

k� � x

i

k

2

P (�)d� (8:16)

ce qui est pr�ecis�ement la fonction (3.5) minimis�ee par les m�ethodes de quanti�-

cation vectorielle GLA et CL (x 3.1).

Pour les termes i 6= j, l'expression :

E

vq

i 6=j

=

1

2

X

i

X

j 6=i

G(Y

ij

)

Z

�2S

j

(� � x

j

)

T

(� � x

i

)P (�)d� (8:17)

est un peu plus di�cile �a interpr�eter. En premi�ere approximation, on peut dire

que si la droite passant par x

j

et x

i

est un axe de sym�etrie de la r�egion S

j

, alors

E

vq

i 6=j

s'annule (il y a autant de produits scalaires positifs que n�egatifs). Dans le cas
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contraire, le vecteur x

i

est rapproch�e d'un tel axe. Toutefois, quand on consid�ere

le d�eplacement de x

i

:

�x

i

= �(t)G(Y

ij

)(� � x

j

) (8:18)

on constate que son esp�erance est nulle si l'esp�erance de ��x

j

est nulle. Ainsi, un

vecteur x

j

qui se trouve au barycentre de sa r�egion de dominance S

j

, comme le

premier terme E

vq

i=j

tend �a l'y conduire, ne perturbe pas, globalement, les autres

vecteurs.

Lorsqu'on e�ectue la simulation de l'algorithme dont la r�egle d'adaptation

(8.18) d�erive du seul terme E

vq

(en faisant d�ecrô�tre �(t) et �(t) comme dans

l'algorithme de Kohonen), on remarque que l'�etat �nal obtenu est similaire �a celui

qu'on obtient avec un simple \Competitive Learning" (CL). Cependant, en d�ebut

de simulation, lorsque G(Y

ij

) est encore large, on observe un mouvement commun

de tous les vecteurs-poids, dont le nuage est d�eplac�e en bloc au gr�e des entr�ees �

(il y a une polarisation g�en�erale selon (� � x

j

)). Au fur et �a mesure que G(Y

ij

)

devient �etroite autour du gagnant j, les neurones prennent leur ind�ependance et

l'on converge vers le CL.

Une di��erence int�eressante apparâ�t quand tous les vecteurs x

i

ont �et�e initia-

lis�es en dehors de la distribution : tout le nuage des x

i

est alors d�eplac�e vers la

distribution, et non le seul vecteur qui en est le plus proche. Le nombre d'unit�es

mortes est ainsi inf�erieur (mais non nul) �a celui produit dans les mêmes conditions

par le CL.

Ainsi donc, le terme E

vq

correspond simplement �a un type particulier de

quanti�cation vectorielle.

8.2.2 Second terme : E

mds

Par d�e�nition, X

ii

et Y

ii

sont nulles (distance d'un point �a lui-même). On peut

donc enlever les termes (i = j) de la double somme, et l'on obtient :

E

mds

=

1

2

X

i

X

j 6=i

X

2

ij

G(Y

ij

) (8:19)

Pour comprendre la signi�cation de cette expression, il faut refaire une d�e-

marche analogue �a celle de Shepard lorsqu'il part de l'indice (inverse) de conti-

nuit�e utilis�e par Von Neumann pour aboutir au crit�ere de distorsion � (8.7). Cette

d�emarche a �et�e expliqu�ee plus haut (x 8.1.1 �a 8.1.3).

Tout d'abord, le crit�ere de continuit�e de Von Neumann est (8.1) :

�

2

S

2

=

E

[(x

i+1

� x

i

)

2

]

Var(x

i

)

(8:20)
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Comme pour le MDS, on laisse pour l'instant de côt�e le facteur de normali-

sation 1=Var(x

i

). Ensuite, on consid�ere aussi tous les couples X

ij

(et non sim-

plement ceux correspondant �a des unit�es adjacentes dans la grille). Il faut donc

favoriser les courtes distances par un facteur de pond�eration d�ecroissant avec la

distance, par exemple la fonction G(Y

ij

). On trouve alors :

�

2

=

X

i

X

j 6=i

X

2

ij

G(Y

ij

) (8:21)

qui, �a un facteur

1

2

pr�es, est notre fonction E

mds

.

La division de chaque terme par (y

i+1

� y

i

), faite dans le d�eveloppement du

MDS pour tenir compte de l'irr�egularit�e de l'�echantillonnage en y, n'est pas n�e-

cessaire ici puisque l'�echantillonnage est r�egulier (c'est la grille). En�n, comme ce

sont les x

i

que l'on modi�e pour minimiser l'�energie, on n'a pas besoin de nor-

maliser la fonction par rapport aux Y

ij

, comme Shepard a �et�e oblig�e de le faire

dans son algorithme.

En revanche, il aurait �et�e souhaitable ici de normaliser la fonction selon x,

comme le fait Von Neumann avec 1=Var(x

i

). L'absence d'une telle normalisation

explique l'e�et de \pincement" (concentration et même collage des poids entre

eux) qui survient lorsque le rayon de voisinage �(t) reste grand trop longtemps

par rapport �a �(t). Si l'on consid�ere toutefois que le premier terme d'�energie, E

vq

,

maintient une variance des x

i

comparable �a celle des donn�ees, alors le terme E

mds

peut être vu comme une mesure de distorsion dans la projection non lin�eaire de

x vers y, distorsion qui doit bien sûr être minimis�ee.

8.2.3 Analyse

La fonction E que nous avons trouv�ee se partage en deux termes, E

vq

qui est

un crit�ere de quanti�cation vectorielle ressemblant �a celui du GLA et du CL, et

E

mds

qui est une contrainte analogue �a celle utilis�ee dans le MDS, c'est-�a-dire

qui impose un respect de topologie entre les x et les y. Cependant, la partie

E

mds

n'�etant pas normalis�ee par rapport �a un changement d'�echelle dans x, elle

n'est pas utilisable seule (elle ferait tendre les poids vers la solution d�eg�en�er�ee

x

i

= x

j

8i; j). L'�equilibre entre les deux aspects antagonistes de E (E

mds

qui tend

�a contracter l'espace des x tout en remplissant son rôle de contrainte topologique,

et E

vq

qui fait une expansion par l'attraction qu'il engendre vers les donn�ees)

est n�ecessaire pour une bonne \convergence" de l'algorithme. Même lorsque les

param�etres sont bien r�egl�es, on constate apr�es apprentissage un \e�et de bord"

d�ej�a mentionn�e (le bord de la distribution est mal couvert) dû �a E

mds

. Dans le cas

o�u l'on annule ce terme en �n d'apprentissage (en for�cant le rayon de voisinage �a
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0), cet e�et de bord se r�esorbe peu �a peu, mais parfois au d�etriment de la qualit�e

du respect topologique

1

.

On peut imaginer un algorithme modi��e o�u la partie E

mds

serait normalis�ee

(par exemple, par analogie avec ce qui est propos�e par Shepard pour le MDS, par

un facteur en 1=

PP

X

2

ij

). La r�egle d'adaptation qui d�ecoulerait de cette fonction

d'�energie modi��ee serait toutefois assez complexe, et l'on perdrait un des aspects

s�eduisants de l'algorithme de Kohonen : sa simplicit�e.

8.3 \Nonlinear Mapping"

Sammon [107] a propos�e une variante, le \Nonlinear Mapping" (NLM). Cette

m�ethode est aussi bas�ee sur la minimisation d'un crit�ere de distorsion �a l'aide

d'une descente de gradient. Le crit�ere est ici une erreur quadratique explicite,

plus simple �a interpr�eter :

E =

X

i

X

j<i

(X

ij

� Y

ij

)

2

X

ij

X

i

X

j<i

X

ij

(8:22)

qu'on peut �ecrire :

E =

1

c

X

i

X

j<i

(X

ij

� Y

ij

)

2

F (X

ij

) (8.23)

F (X

ij

) =

1

X

ij

c =

X

i

X

j<i

X

ij

On remarque une �equivalence presque parfaite avec la fonction (6.1) que nous

minimisons dans la partie \projection" de VQP. Ici �egalement, le crit�ere est mi-

nimis�e lorsque les distances Y

ij

correspondent aux X

ij

. Par contre, la fonction

de pond�eration qui sert �a favoriser le respect de proximit�e ne d�epend ici que des

distances d'entr�ee. On verra plus loin (x 8.4) que cela limite consid�erablement les

possibilit�es de d�epliage des structures non lin�eaires.

La minimisation se fait par une m�ethode pseudo-Newton

2

:

�y

ik

= ��

@E

@y

ik

,

�

�

�

�

�

@

2

E

@y

ik

2

�

�

�

�

�

(8:24)

1

Le \mapping est moins smooth", comme dirait un certain ministre: : :

2

Si l'on regroupe toutes les composantes de tous les points y

i

dans un seul vecteur d'�etat  

(�a m = Np composantes) repr�esentatif de l'espace de sortie �a un instant donn�e, et que E( ) est

l'erreur en fonction de cet �etat, la vraie r�egle de Newton s'exprime par : � = �H

�1

rE( ).
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Une fa�con e�cace (pour les calculs) d'�ecrire �y

ik

est :

C

ij

=

X

ij

� Y

ij

X

ij

Y

ij

1 = [ 1; : : : ; 1

| {z }

p

]

T

a

i

=

X

j 6=i

C

ij

(y

j

� y

i

) (8.25)

b

i

=

X

j 6=i

"

C

ij

1�

1

Y

3

ij

(y

j

� y

i

) � (y

j

� y

i

)

#

�y

ik

= � a

ik

= jb

ik

j

Remarques :

� L'op�erateur `�' d�enote le produit terme-�a-terme de deux vecteurs, qui donne

�egalement un vecteur.

� `1' d�enote un vecteur de même dimension que y

i

(p), dont toutes les com-

posantes sont �a 1.

� C

ij

est, comme X

ij

et Y

ij

, une matrice sym�etrique.

� La constante c =

PP

X

ij

, pr�esente dans (8.23), disparâ�t puisqu'elle se

trouve �a la fois au num�erateur et au d�enominateur de (8.24).

8.4 Comparaison avec VQP

Sammon note deux limitations au NLM : La premi�ere est la faible �abilit�e de

la repr�esentation obtenue lors de l'utilisation de l'algorithme sur des structures

complexes en grandes dimensions. La seconde est que les distances X

ij

et Y

ij

doivent être stock�ees en m�emoire, ce qui limite le nombre de points pouvant être

trait�es. De nos jours, cette limitation est moins importante, compte tenu des

tailles des m�emoires et de la puissance des machines actuelles, qui permettent

le cas �ech�eant de re-calculer �a chaque it�eration une partie des distances, au prix

bien sûr d'une forte augmentation du temps de calcul.

L'op�erateur r (nabla) est l'op�erateur di��erentiel [

@

@ 

1

; : : : ;

@

@ 

m

]

T

, et rE est le gradient de E.

H est la matrice Hessienne qui regroupe les m

2

d�eriv�ees secondes de E (H = r

T

rE). Mais,

comme dans le cas multidimensionnel H

�1

est g�en�eralement tr�es lourde �a calculer (inversion

d'une matrice m�m), on pousse parfois, comme ici, l'audace jusqu'�a l'assimiler �a une matrice

diagonale (c'est-�a-dire qu'on n�eglige tous les termes non-diagonaux). Cela donne la m�ethode

dite \pseudo-Newton".
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a b

c

d e

f

Figure 8.1: Comparaison du VQP (en haut) et du NLM (en bas) sur l'exemple du cercle

projet�e vers une dimension. A�n de visualiser la correspondance entre les espaces d'entr�ee et de

sortie, on a reli�e les points �a leurs plus proches voisins dans l'espace de sortie. On constate ainsi

qu'avec VQP c'est l'abscisse curviligne du cercle qui est projet�ee sur la sortie, alors qu'avec le

NLM la projection n'a pas d�epli�e le cercle. La comparaison des repr�esentations dy�dx con�rme

ce fait : en (f), on voit que la topologie du cercle n'est pas conserv�ee par le NLM.
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a b

c

d e

f

Figure 8.2: Comparaison de VQP (en haut) et du NLM (en bas) sur l'exemple du fer �a cheval.

On constate que le NLM ne d�eplie pas aussi bien l'abscisse curviligne du fer �a cheval, qui reste

un peu \contract�ee".
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Par exp�erience, nous ajouterons cependant une troisi�eme limitation au NLM :

l'algorithme tente une projection directe en fonction des distances mesur�ees dans

l'espace d'entr�ee. La pond�eration des termes (X

ij

�Y

ij

)

2

dans l'�energie est calcul�ee

en fonction des distances d'entr�eeX

ij

. On a ainsi remarqu�e qu'il �etait tr�es di�cile

de \couper" des structures referm�ees, ou même simplement de repr�esenter des

structures fortement pli�ees. Ainsi, les possibilit�es de d�epliage du NLM sont assez

r�eduites. Au contraire, dans les cartes de Kohonen comme dans VQP, le respect

de topologie est impos�e dans un voisinage dans l'espace de sortie, ce qui permet

cette coupure n�ecessaire dans certaines structures de donn�ees.

Les exemples des �gures 8.1 �a 8.2 illustrent cette di��erence fonctionnelle im-

portante.

Une autre di��erence est d'ordre technique, mais elle est aussi importante.

Elle concerne les performances en vitesse et en occupation m�emoire. Dans le

NLM, la fonction d'�energie (8.23) est minimis�ee par une m�ethode pseudo-Newton,

dont la complexit�e est �equivalente �a celle du calcul du gradient de l'�energie.

Cette complexit�e pour N neurones, n dimensions en entr�ee et p dimensions en

sortie, est d'ordre O(pN

2

) pour le calcul de chaque it�eration, et O(N

2

) pour

l'occupation m�emoire (par les distances). Si, de plus, on n'a pas la possibilit�e de

stocker les N(N�1)=2 distances X

ij

, le calcul de chaque it�eration devient d'ordre

O[(p + n)N

2

]. En outre, pour des raisons d�ej�a discut�ees (x 6.2), les m�ethodes de

type \descente du gradient" appliqu�ees dans le cas particulier sou�rent d'un \e�et

de moyenne" qui amortit les modi�cations faites �a chaque it�eration et favorise le

blocage dans des minima locaux de la fonction d'�energie.

La r�egle d'adaptation que nous avons propos�ee pour VQP (6.6) ne sou�re pas

de ces d�efauts. Elle ne montre pas d'e�et de moyenne, et, jusqu'�a pr�esent, nous

n'avons jamais observ�e, lors des simulations, de blocage dans un minimum local.

En�n, elle est beaucoup plus l�eg�ere en temps de calcul (d'ordre O[(p+ n)N ] par

it�eration) et aussi en occupation m�emoire (les distances n'ont pas besoin d'être

stock�ees; on calcule les 2(N � 1) distances n�ecessaires �a chaque it�eration). La

�gure 8.3 montre l'�evolution temporelle de l'�energie pour VQP et le NLM. La

tâche est simplement la projection d'un carr�e vers un espace en deux dimensions

(pas de r�eduction de dimension, il s'agit seulement de mettre en ordre les unit�es).

Il y a 200 points (pour le NLM, on doit stocker environ 40 000 distances, dont la

moiti�e sont re-calcul�ees �a chaque it�eration). Puisqu'il n'y a pas de r�eduction de

dimension, on peut calculer l'�energie sans pond�eration par les distances, qui est

aussi la partie commune dans l'expression de l'�energie pour les deux algorithmes

(et permet ainsi de les comparer) :

E =

1

2

X

i

X

j 6=i

(X

ij

� Y

ij

)

2

(8:26)
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Figure 8.3: Evolutions compar�ees de

l'�energie entre l'algorithme VQP (ligne �ne)

et le NLM (ligne �epaisse), en fonction du

nombre d'it�erations. Pour les deux

algorithmes, on trace log

10

(E) en fonction du

nombre d'it�erations. Cette graduation en

nombre d'it�erations ne fait pas apparâ�tre

l'importante di��erence de vitesse qui existe

entre les deux algorithmes (voir �gure 8.4).
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Figure 8.4: On trace �a nouveau l'�evolution des �energies de VQP et du NLM, mais cette fois-ci

en fonction du temps de calcul. Compte tenu de la grande di��erence d'�echelle (0:72 [s] pour VQP

contre 280 [s] pour le NLM), il faut faire deux graphiques di��erents. En (a), on voit l'�evolution

de VQP (jusqu'�a 0:72 [s], instant o�u son �energie a�ch�ee est tomb�ee en dessous de 10

�6

); il

faut attendre presque 5 [s] pour que le NLM ait �ni sa premi�ere it�eration ! En (b), les deux

algorithmes sont aussi repr�esent�es, mais avec l'�echelle de temps du NLM : �a cette �echelle, la

courbe pour VQP est confondue avec l'axe vertical.
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La �gure 8.3 montre log

10

(E) en fonction du nombre d'it�erations. Compte tenu

de la grande di��erence de complexit�e des calculs, on donne aussi une illustration

de log

10

(E) en fonction du temps de calcul

3

, qui est comme pr�evu nettement �a

l'avantage de VQP (�gure 8.4). Les valeurs �nales obtenues sont :

VQP NLM

Temps total 0.719 sec 280 sec

It�erations 70 80

Erreur �nale < 10

�6

0.0025

On observe qu'apr�es une courte phase croissante (due aux trop grands pas

faits au d�ebut par la m�ethode pseudo-Newton), l'�energie du NLM d�ecrô�t de fa�con

monotone et douce. Au contraire, l'�energie de VQP �evolue de fa�con non monotone,

conform�ement �a ce qu'on avait pr�evu (x 6.2), mais beaucoup plus rapidement. Il

est int�eressant de constater que, même selon le nombre d'it�erations, l'�energie de

VQP d�ecrô�t globalement plus vite que celle du NLM.

3

Sur une station de travail SunSPARC 10 mod. 41.
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Chapitre 9

Applications

9.1 Vers une proc�edure d'analyse de donn�ees

Pour retrouver les informations cach�ees qui sont contenues dans les donn�ees dont

on dispose, nous avons analys�e ou d�evelopp�e dans les chapitres pr�ec�edents plu-

sieurs techniques compl�ementaires, dirig�ees selon plusieurs axes :

� Recherche de la dimension intrins�eque du nuage.

� R�eduction du nombre de points, par quanti�cation vectorielle (r�eduction �a

un nombre d'�echantillons pertinents).

� R�eduction de la dimension, par projection non lin�eaire des �echantillons

conserv�es (d�epliage de la vari�et�e).

Ces axes et les probl�emes qu'ils soul�event sont li�es entre eux. Consid�erons par

exemple le probl�eme de la r�eduction en nombre de points, c'est-�a-dire le probl�eme

de la quanti�cation vectorielle. On doit se poser les questions suivantes (voir aussi

la �gure 9.1) :

� Manque-t-il des points dans nos donn�ees ?

� Y a-t-il des points aberrants (des erreurs de mesure) ?

� Quelle est l'importance du bruit autour de la vari�et�e des donn�ees ?

� Combien faut-il prendre de points repr�esentatifs ? (Ce nombre est li�e �a la

dimension intrins�eque des donn�ees, et non �a la dimension brute).

Toutes ces questions n'ont a priori pas de r�eponse. On peut tirer parti des connais-

sances des experts du ph�enom�ene dont on analyse les donn�ees, lorsqu'elles sont

149
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a

b

Figure 9.1: Quelques questions di�ciles : Y a-t-il du bruit de mesure ? En (a), manque-t-il

des points dans les donn�ees ? En (b), le point est-il aberrant ? (ou au contraire tr�es porteur

d'information parce que rare ?).

disponibles. Dans le cas contraire, il faut faire des hypoth�eses de r�egularit�e (se-

lon quel crit�ere ?), par exemple en \lissant" les donn�ees, au risque de combler

arti�ciellement des trous. On peut aussi �eliminer les points aberrants selon un

crit�ere d'homog�en�eit�e sur les donn�ees (comment le d�e�nir ?). En fait, toutes ces

questions sont li�ees �a la notion d'�echelle : �echelle de ce que l'on doit d�etecter,

�echelle du bruit, �echelle dans le lissage, : : :

Le choix du nombre d'�echantillons est encore un probl�eme d'�echelle : avec un

nombre d'�echantillons trop important, on repr�esente aussi le bruit. A l'inverse,

prendre un nombre de points trop faible revient �a trop lisser la distribution. Par

ailleurs, le nombre de points n�ecessaires pour obtenir une quanti�cation vecto-

rielle �a une certaine �echelle (le \pas" de quanti�cation) d�epend de la dimension

intrins�eque de la distribution et non de la dimension brute.

Nous avons vu que la recherche de dimension intrins�eque (x 2.5.2) faisait �ega-

lement apparâ�tre le même type de probl�emes. En e�et, une �echelle trop grossi�ere

laisse \�echapper" des d�etails importants de la distribution. A l'inverse, une �echelle

trop �ne fait prendre l'in�evitable bruit de mesure pour des dimensions structu-

rantes. En�n, une �echelle encore plus �ne (�a laquelle on voit la distribution comme

un ensemble de points tr�es distants les uns des autres) indique la dimension des

points isol�es, c'est-�a-dire 0.

Pour d�eterminer le nombre d'�echantillons \pertinents" �a garder, il faut avoir

d�etermin�e la dimension intrins�eque du nuage. Mais la d�etermination de cette

dimension d�epend de l'�echelle �a laquelle on observe ce nuage. Cette �echelle elle-

même d�epend du pas de quanti�cation, donc du nombre de points que l'on va

garder: : : A l'inverse, pour d�eterminer la dimension des donn�ees, il faut quanti�er

l'espace par un nombre de points qui d�epend de cette dimension : la solution est

r�ecursive.
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Nous proposons ainsi une proc�edure d'analyse de donn�ees qui permet d'ajuster

empiriquement les di��erents param�etres. Cette proc�edure peut être appliqu�ee de

fa�con it�erative :

� Fixer une �echelle d'observation (en fonction du nombre de points dispo-

nibles, et, si cette information est disponible, en se basant sur la connais-

sance a priori de l'importance du bruit).

� Rechercher la dimension intrins�eque globale du nuage.

� D�ecider un nombre de points en fonction de cette dimension.

� Faire la quanti�cation vectorielle du nuage avec ce nombre de points.

� E�ectuer la projection non lin�eaire de ces points, vers un espace dont la

dimension est un nombre arrondi autour de la dimension intrins�eque du

nuage.

� A l'aide de la repr�esentation dy � dx (qualit�e de la projection), on voit

si la dimension de sortie est su�sante (si la corr�elation entre X

ij

et Y

ij

n'est pas bonne, même localement, la dimension de sortie est probablement

insu�sante) ou non et si la projection est fortement non lin�eaire ou pas (un

diagramme incurv�e est signe d'un d�epliage important).

� Faire une projection et projection inverse des donn�ees. La distance entre �

et proj

�1

(proj(�)) permet de d�eterminer si l'on a trop \liss�e les virages" ou

au contraire si l'on a appris le bruit.

� S'il y a beaucoup de points \aberrants" (trop loin de la vari�et�e), cela peut

signi�er que l'on a trop liss�e les donn�ees par un nombre d'�echantillons in-

su�sant, ou bien aussi que l'on dispose de donn�ees brutes en nombre insuf-

�sant. Il faut donc essayer avec d'autres valeurs pour le nombre de points

de quanti�cation vectorielle, ou bien avec une autre dimension de sortie.

Dans les sections suivantes, nous utilisons cette proc�edure dans des exemples

tir�es de domaines tr�es di��erents, a�n de montrer l'�etendue des applications po-

tentielles d'une telle m�ethode d'analyse de donn�ees. Ces applications vont de la

fusion de donn�ees �a l'appariement de graphes, en passant par l'analyse de proc�ed�e

et la fabrication de m�etrique.
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Figure 9.2: Placement sur un plan des 20 capteurs de distances pour le probl�eme de localisation

(voir texte).

9.2 Fusion multi-capteurs

La biologie fournit une multitude d'exemples o�u un tr�es grand nombre de variables

se trouvent li�ees par une dimension structurante relativement faible. Par exemple,

la perception du mouvement propre fait intervenir un grand nombre de capteurs

visuels (ot optique), des donn�ees de notre centrale �a inertie (l'oreille interne),

�eventuellement le si�ement de l'air: : : Pourtant toutes ces valeurs de modalit�es

di��erentes sont li�ees par le nombre limit�e de degr�es de libert�e du mouvement.

9.2.1 Localisation

A titre d'illustration, nous reprenons l'exemple du probl�eme de localisation cit�e

en introduction (x 1.1).

Nous avons plac�e 20 capteurs au hasard sur un plan (dans un carr�e [0; 1]

2

).

Le placement de ces capteurs est donn�e �a la �gure 9.2.

Ensuite, nous g�en�erons une distribution d'apprentissage constitu�ee de 10 000

vecteurs. Pour chaque vecteur, on a tir�e au hasard un point s dans le plan (tou-

jours dans le carr�e [0; 1]

2

), et l'on mesure les distances entre ce point et les 20

capteurs, comme illustr�e �a la �gure 1.1 (page 21). La collection de ces distances

constitue le vecteur, qui est donc �a 20 composantes.

La distribution en 20 dimensions qui r�esulte est vue sous plusieurs angles dans

la �gure 1.2 (page 22).

L'analyse de dimension fractale par la m�ethode des bô�tes (x 2.5.3) indique une

dimension intrins�eque de la distribution de 1:96 (id�ealement, on devrait trouver 2,
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Figure 9.3: Estimation de la dimension fractale du probl�eme de localisation. La dimension

brute est 20. La r�egression e�ectu�ee ici sur la relation logN (ordonn�ee) en fonction de log r

0

=r

donne une pente de 2 environ, ce qui est la dimension intrins�eque du probl�eme. La portion de

la caract�eristique choisie pour faire la r�egression correspond aux points donnant un nombre de

bô�tes entre 100 et 1000 (le nombre total de points disponibles pour cette distribution �etant

10 000).

puisque le probl�eme poss�ede deux degr�es de libert�e). La r�egression lin�eaire qui a

permis de trouver cette valeur (c'est la pente de la caract�eristique logN(log r

0

=r))

est illustr�ee �a la �gure 9.3 (identique �a la �gure 2.9 de la page 46). L'intervalle dans

lequel on a s�electionn�e les points pour e�ectuer la r�egression a �et�e choisi empiri-

quement sur la base de l'apparence de la caract�eristique compl�ete logN(log r

0

=r).

Nous avons s�electionn�e les points correspondant �a un nombre de bô�tes compris

entre 100 et un peu plus de 1000 (entre 2 et 3 sur l'�echelle logarithmique). En

dessous de 100 bô�tes, l'�echelle est trop grossi�ere, et la pente locale est trop �elev�ee

(proche de la dimension brute). A l'inverse, pour un nombre de bô�tes trop im-

portant, il n'y a plus su�samment de points par bô�te pour �evaluer correctement

la dimension fractale (�a l'extrême, quand il n'y a plus qu'un point par bô�te, on

trouve une pente nulle).

On voit l'aspect empirique de ce choix d'�echelle pour l'estimation de la di-

mension intrins�eque, même dans un cas comme celui-ci o�u il n'y a pas de bruit

de mesure.

Comme il semble toutefois que c'est �a partir de 100 bô�tes que la caract�eris-

tique permettant de trouver la dimension intrins�eque est stable (ce qui signi�e

que c'est �a partir d'une subdivision en 100 bô�tes que l'on rep�ere la structure bi-

dimensionnelle de la vari�et�e), on utilise un r�eseau VQP compos�e de 100 neurones,

et de 2 dimensions pour l'espace de sortie.

Le r�esultat obtenu est montr�e �a la �gure 9.4.a. On y voit les poids de l'espace
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Figure 9.4: R�esultat de VQP pour le probl�eme de localisation. (a) Les poids dans l'espace de

sortie. (b) Repr�esentation dy � dx.

de sortie, c'est-�a-dire la projection en 2 dimensions des 100 centro��des trouv�es par

quanti�cation vectorielle de l'entr�ee.

La repr�esentation dy�dx (�gure 9.4.b) indique une bonne conservation locale

de la topologie. On voit cependant que la distribution �etait pli�ee dans l'espace de

d�epart (comme on peut le v�eri�er dans la r�eduction �a trois dimensions par ACP,

�gure 2.6, page 40). En e�et, la caract�eristique dy�dx s'incurve vers l'horizontale

pour les grandes distances Y

ij

, ce qui est typique des replis.

En�n, dans la �gure 9.5, on a projet�e une distribution de test, form�ee de

la même fa�con que la distribution d'apprentissage, mais avec des points s tir�es

sur une grille, et non dans tout le carr�e [0; 1]

2

. Cette projection montre que, �a

quelques d�efauts pr�es sur les bords, l'espace param�etrique du probl�eme a bien �et�e

retrouv�e par VQP.

Des essais avec un nombre di��erent de capteurs (10, 12, 15, : : : ) donnent

les mêmes r�esultats, tant sur le plan de l'analyse de dimension que sur celui

de la projection par VQP. En revanche, l'analyse de dimension fractale semble

tr�es sensible au bruit : nous avons ajout�e une petite valeur al�eatoire �a chaque

composante; le diagramme logN(log r

0

=r) ne pr�esente plus alors de zone o�u la

pente est stable. On a constat�e que le fonctionnement du r�eseau VQP, par contre,

est fort peu a�ect�e par ce bruit. Nous n'avons pas d'explication pour ce fait

�etonnant; il m�eriterait une �etude approfondie.

9.2.2 Fusion auditive et visuelle

Dans cet exemple, nous illustrons une fusion de donn�ees multi-modales. Des don-

n�ees visuelles et auditives repr�esentatives de phon�emes correspondant aux dix

voyelles principales du fran�cais sont analys�ees et repr�esent�ees.
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Figure 9.5: Grille de test, fabriqu�ee dans l'espace des distances de la même fa�con que la

distribution compl�ete du probl�eme de localisation, puis projet�ee dans l'espace de sortie de VQP

en s'appuyant sur les poids trouv�es �a la �gure 9.4.

Les r�esultats que nous pr�esentons ici sont extraits d'une �etude pr�eliminaire

men�ee en collaboration avec l'Institut de la Communication Parl�ee de l'Institut

National Polytechnique de Grenoble (ICP-INPG). Le th�eme de cette collaboration

est l'�etude de la fusion de donn�ees pour am�eliorer la reconnaissance de parole en

milieu bruit�e. Nous avons utilis�e les donn�ees r�ecolt�ees et mises en forme par

l'�equipe de l'ICP.

Chaque �echantillon est un phon�eme repr�esent�e par un vecteur �a 23 dimensions.

Celui-ci est form�e par concat�enation de 20 dimensions de nature auditive et de 3

dimensions de nature visuelle. Les 20 composantes auditives sont les sorties d'un

banc de �ltres. Elles repr�esentent un �echantillonnage du spectre d'amplitude entre

0 et 5 KHz selon une �echelle non-lin�eaire (les \barks"

1

). La source visuelle com-

porte 3 param�etres g�eom�etriques de la forme des l�evres pendant la prononciation

de la voyelle (largeur, hauteur et surface).

Une normalisation par centrage et r�eduction �a 1 de la variance des compo-

santes a �et�e faite. On sait d'embl�ee que les donn�ees sont des amas de points pour

chaque phon�eme, avec un bruit assez important (la di��erence d'une fa�con de pro-

noncer �a l'autre). On n'est donc pas dans le cas d'une distribution continue sur

une vari�et�e, et l'analyse de dimension ne fournit aucune indication. La �gure 9.6.a

montre la caract�eristique logN(log r

0

=r) de cette distribution. On v�eri�e qu'il se-

rait malais�e d'y choisir une r�egion pour trouver une pente stable correspondant �a

une dimension intrins�eque. Dans le cas particulier, il faut consid�erer que la distri-

bution ne contient que 10 points (les 10 voyelles), mais avec plusieurs exemplaires

bruit�es de chacun d'eux.

1

La transformation entre Hz et bark est donn�ee par : bark = 7arcsinh(Hz=650). Il s'agit

d'une �echelle fr�equemment utilis�ee en analyse de parole.
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Figure 9.6: (a) Caract�eristique logN (log r

0

=r) de la distribution des phon�emes. On constate

qu'il n'y a pas de zone o�u la pente est stable. On ne peut pas d�e�nir de dimension intrins�eque.

(b) Histogramme des valeurs propres trouv�ees par ACP sur la distribution de phon�emes.

L'analyse en composantes principales permet une r�eduction jusqu'�a 12 ou 13

dimensions. L'histogramme des valeurs propres est donn�e �a la �gure 9.6.b.

Avec VQP, nous projetons directement l'ensemble de donn�ees vers 2 dimen-

sions, apr�es une quanti�cation vectorielle avec 10 points. Le r�esultat de cette

projection est donn�e �a la �gure 9.7, avec la repr�esentation dy � dx associ�ee. Les

10 vecteurs y

i

sont repr�esent�es par des cercles avec un num�ero. Les points de

la distribution compl�ete sont projet�es en surimpression. La r�epartition des pho-

n�emes telle qu'elle est reconstruite par VQP rappelle fortement une repr�esentation

connue sous le nom de \triangle vocalique". Cette repr�esentation est une vue des

voyelles dans le plan F1-F2, o�u F1 est le premier formant du spectre (la position

du premier maximum) et F2 le second.

La correspondance entre les num�eros et les phon�emes est la suivante (selon le

même arrangement qu'�a la �gure 9.7) :

3 /i/ (pile) 6 /y/ (rue) 9 /u/ (poux)

2 /e/ (th�e) 5 /�/ (jeu) 8 /o/ (eau)

1 /"/ (raie) 4 /�/ (beurre) 7 /�/ (fort)

0 /a/ (patte)

En r�ealit�e, les mod�eles actuels de la cavit�e buccale qui rendent le mieux

compte du m�ecanisme de formation de voyelle font intervenir trois param�etres

g�eom�etriques fondamentaux. Il s'agit de la position de la langue (avant-arri�ere,

haut-bas) et de l'ouverture des l�evres.

Selon une id�ee qui rejoint la th�eorie motrice (notre perception passerait par la

capacit�e �a se repr�esenter les mouvements permettant de reproduire le percept),

la reconnaissance des voyelles se ferait dans cet espace tridimensionnel des para-

m�etres de leur production. Ainsi, nous avons propos�e de �xer l'espace de sortie
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Figure 9.7: R�esultat de VQP pour la distribution des phon�emes. (a) les 10 vecteurs-poids

dans l'espace de sortie, ainsi que la projection de la distribution compl�ete. (b) repr�esentation

dy � dx des poids.

de VQP �a 3 dimensions plutôt qu'�a 2, et de contraindre certains points connus

dans cet espace, a�n de �xer l'orientation de l'espace (normalement, avec VQP,

l'espace de sortie est libre en rotation, translation et sym�etrie). L'id�ee est de per-

mettre l'association entre l'espace de perception (les 23 dimensions d'entr�ee) et

une repr�esentation motrice. On esp�ere ainsi reconnâ�tre les phon�emes directement

dans l'espace moteur, avec une sensibilit�e au bruit moins grande que dans l'espace

d'entr�ee. Cette �etude fera l'objet d'un stage de Diplôme d'Etudes Approfondies

(DEA).

9.2.3 Apprentissage de s�equences temporelles

Ici, nous nous int�eressons au probl�eme tr�es g�en�eral de l'apprentissage d'une s�e-

quence de motifs d'activit�e d'un ensemble de capteurs. Bien que le nombre des

capteurs et celui de leurs motifs d'activit�e puissent être grands, nous allons voir

comment VQP peut retrouver le temps comme dimension structurante du pro-

bl�eme.

Imaginons une surface sensible (un �ecran tactile, par exemple) compos�ee de

11 � 11 pixels. Nous tra�cons un huit sur cette surface, g�en�erant ainsi des motifs

d'activit�e des pixels di��erents au cours du temps. Un �el�ement essentiel du syst�eme,
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Figure 9.8: Les quatre premiers vecteurs de l'ensemble d'apprentissage d'une s�equence tem-

porelle.

qui va permettre une forme d'auto-organisation, est la propri�et�e de r�emanence

que poss�edent les capteurs de notre surface sensible. Ainsi, un capteur qui a �et�e

activ�e par le passage du stylo ne retombe pas tout de suite �a 0, mais garde encore

une petite activit�e apr�es le passage. Le r�esultat sur les motifs d'activit�e va être

une trâ�n�ee derri�ere le passage du stylo. C'est cette trâ�n�ee qui va fournir toute

l'information n�ecessaire �a l'organisation de VQP. Par exemple, bien que passant

deux fois par le pixel central, la trajectoire ne se croise pas dans l'espace d'activit�e

�a 121 dimensions, grâce �a la r�emanence qui permet de d�esambig�uiser le sens de

passage.

Les quatre premiers motifs de la s�equence apprise sont montr�es �a la �gure 9.8.

La fa�con dont on arrange les 11�11 pixels du motif en un vecteur �a 121 dimensions

est sans importance. On peut par exemple simplement d�erouler les pixels ligne

par ligne pour former le vecteur.

Le huit complet est form�e de 24 pixels. Chaque fois que l'on change de pixel

avec le stylo, un nouveau motif est g�en�er�e. Donc, on ne dispose que de 24 motifs

di��erents. L'analyse de dimension fractale n'est pas applicable sur un nombre si

r�eduit de points. Nous avons donc choisi de passer directement �a une repr�esen-

tation par VQP. Compte tenu du faible nombre de points, on peut a�ecter un

neurone �a chacun d'entre eux (il n'y a donc pas de quanti�cation vectorielle).

Le r�esultat, avec un espace de sortie �x�e �a une seule dimension, est illustr�e �a la

�gure 9.9. On remarque que l'arrangement des points est r�egulier, que la repr�e-

sentation dy � dx indique une bonne conservation de topologie, et en�n que la

structure des donn�ees est re-boucl�ee (la caract�eristique dy�dx redescend presque

�a 0 vers la droite).

La question la plus int�eressante est de rechercher �a quoi correspond le voi-

sinage de l'espace de sortie. Pour trouver cela, on projette en sens inverse des

points de l'espace de sortie vers l'entr�ee, et l'on visualise �a quoi correspondent ces

vecteurs d'entr�ee. Lorsqu'on passe ainsi d'un vecteur de sortie �a son voisin, puis
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Figure 9.9: R�esultat de VQP dans l'exemple de s�equence temporelle. (a) Espace de sortie, en

1 dimension (o�u VQP a appris �a retrouver le temps, d'une fa�con non supervis�ee). (b) Repr�e-

sentation dy � dx.

au suivant, et ainsi de suite, le parcours �equivalent dans l'espace d'entr�ee (trouv�e

par projection inverse) correspond au parcours de la s�equence temporelle dans

l'espace des capteurs. Ainsi, grâce �a la r�emanence, VQP a arrang�e les vecteurs

dans un espace �a une seule dimension en fonction de leur proximit�e temporelle.

Peu importe l'ordre dans lequel les di��erents pixels sont rang�es dans les vecteurs

d'entr�ee (pourvu que ce soit toujours le même ordre). C'est la r�emanence qui

indique, en faisant apparâ�tre une corr�elation d'activit�e entre des pixels voisins

dans la s�equence, la topologie de l'espace.

De la même fa�con, nous pouvons reproduire les exp�eriences de Von der Mals-

burg, en cr�eant cette fois une corr�elation spatiale (et non temporelle) entre pixels

voisins, en pr�esentant au r�eseau des taches connexes sur l'image (on obtient alors

le ph�enom�ene de r�etinotopie d�ecrit au x 4.1).

Par contre, bien sûr, la pr�esentation de motifs dans lesquels un pixel seul est

actif ne fournit aucune information sur l'arrangement (spatial ou temporel), et

aucune organisation n'est alors possible (il n'y a pas de redondance, donc pas de

connaissance).

On peut aller plus loin dans notre exemple. En supposant des neurones qui

peuvent se fatiguer (c'est-�a-dire qui ont une p�eriode r�efractaire apr�es avoir �et�e

activ�es), on peut imaginer un syst�eme qui, partant d'une \amorce" (un motif

proche d'un de ceux qui ont �et�e appris), active le neurone qui a cod�e le motif le

plus ressemblant. Cette activit�e se propage aux neurones voisins dans l'espace de

sortie. Un de ces voisins, ayant une forte activit�e, devient gagnant �a son tour (�a la

place du premier neurone gagnant qui est d�ej�a entr�e dans sa p�eriode r�efractaire).

La r�ep�etition de ce processus permet de passer en revue tous les �etats successifs

de la s�equence. On peut faire ce qu'on veut de ces �etats : simplement les �evoquer

(comme dans une activit�e mentale, pour utiliser une image provocatrice), ou

g�en�erer un plan d'actions.
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Figure 9.10: Sch�ema de principe du probl�eme de d�etection pr�ecise d'impulsions (voir texte).

9.2.4 Algorithme de super-r�esolution

Dans le même ordre d'id�ees, on peut se servir de VQP pour retrouver une carac-

t�eristique, comme un pic ou quelque autre point identi�able d'un motif, �a partir

d'un �echantillonnage de ce motif, avec une pr�ecision inf�erieure au pixel.

Par exemple, un probl�eme de grande importance dans le traitement de don-

n�ees de d�etecteurs en physique des hautes �energies consiste �a mesurer avec pr�e-

cision l'instant d'arriv�ee sur un capteur d'une impulsion, de forme connue, mais

�echantillonn�ee assez grossi�erement [13].

Nous avons imagin�e un syst�eme �equivalent, mais qui met en jeu plusieurs

capteurs, et qui est illustr�e �a la �gure 9.10. A intervalles de temps r�eguliers, la

valeur de tous les capteurs est analys�ee. Lorsqu'une impulsion est pr�esente, on

souhaite connâ�tre la position de son maximum avec une pr�ecision plus grande

que l'�ecart entre deux capteurs (par exemple, dans la �gure 9.10, on aimerait

savoir que le maximum de l'impulsion se trouve entre les capteurs 4 et 5).

Supposons par exemple que l'on doive mesurer l'instant d'arriv�ee d'une im-

pulsion dont la longueur est 100 ps (picosecondes), ce qui correspond �a 3 cm pour

une onde �electromagn�etique dans le vide. L'�echantillonnage des valeurs fournies

par les capteurs est fait �a 5 GHz (fr�equence qui correspond �a une p�eriode de

200 ps, soit une longueur d'onde de 6 cm). Avec un seul capteur, on aurait en-

viron une chance sur deux de d�etecter l'impulsion, et même dans ce cas on ne

pourrait donner son instant d'arriv�ee qu'avec une erreur moyenne de �100 ps. Le

syst�eme envisag�e dans cet exemple est donc de disposer 11 capteurs r�epartis sur

6 cm. Quel que soit le moment d'arriv�ee de l'impulsion par rapport �a la trame

d'�echantillonnage, cette impulsion est d�etect�ee simultan�ement par plusieurs cap-

teurs.

Nous avons simul�e un tel syst�eme en g�en�erant �a des instants al�eatoires des

impulsions de la forme de la �gure 9.10. Les activit�es des capteurs sont collect�ees

dans des vecteurs �a 11 dimensions. Quatre exemples de ces vecteurs sont donn�es
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Figure 9.11: Quatre exemples de vecteurs pour le probl�eme de la d�etection du moment d'arri-

v�ee des impulsions, correspondant �a di��erents moments d'arriv�ee (0 ps, 66 ps, 133 ps et 200 ps)

par rapport au coup d'horloge d'�echantillonnage. La base d'apprentissage contient un grand

nombre de ces vecteurs, dont on ne connâ�t pas le moment d'arriv�ee (celui-ci est al�eatoire et on

ne le conserve pas : l'apprentissage est non supervis�e).
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Figure 9.12: La distribution �a 11 dimensions du probl�eme de d�etection des impulsions (voir

texte). Vue d'une projection (a). Histogramme des valeurs propres de l'ACP (b). Analyse de

dimension fractale (c).

�a la �gure 9.11.

La distribution r�esultante est fortement non-lin�eaire (�gure 9.12.a). Une ana-

lyse en composantes principales (on voit l'histogramme des valeurs propres �a la

�gure 9.12.b) con�rme qu'on ne peut pas r�eduire le nombre de dimensions par

projection lin�eaire. En revanche, une analyse de dimension fractale (�gure 9.12.c)

indique que la dimension intrins�eque du probl�eme est 1.

Lorsqu'on fait apprendre cette distribution �a un r�eseau VQP, avec 11 dimen-

sions d'entr�ee et une dimension de sortie, cette derni�ere s'auto-organise en une

repr�esentation continue de l'instant d'arriv�ee (�a un facteur pr�es) de l'impulsion,

c'est-�a-dire de l'information recherch�ee ! La repr�esentation dy � dx, donn�ee pour

contrôle �a la �gure 9.13.b, montre que le respect de topologie est tr�es local : la

vari�et�e de l'espace d'entr�ee est fortement pli�ee.

L'instant d'arriv�ee ainsi reconstruit est trac�e en fonction de sa v�eritable valeur

�a la �gure 9.13.a. On constate que la pr�ecision obtenue est bonne; la moyenne de

l'erreur est d'environ 1.8 ps, soit 0.9% de la p�eriode d'�echantillonnage (200 ps), ou

encore 9 % de l'�ecart entre deux capteurs. Il faut bien comprendre que dans cette

exp�erience la tâche a �et�e apprise de fa�con non-supervis�ee, c'est-�a-dire uniquement
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Figure 9.13: R�esultat de VQP. En (a), l'instant d'arriv�ee de l'impulsion reconstruit par VQP

en fonction de sa v�eritable valeur (cette \v�eritable" valeur �etant celle qui a servi �a g�en�erer le

vecteur d'entr�ee). La repr�esentation dy � dx (b) montre que la correspondance entre l'espace

d'entr�ee et celui de sortie est fortement non-lin�eaire.

par auto-organisation sur la base des vecteurs d'activit�e des capteurs.

D'autres essais faits en mode supervis�e, c'est-�a-dire o�u l'on apprend le temps

associ�e aux motifs pr�esent�es, permettent d'obtenir des pr�ecisions nettement su-

p�erieures (apr�es apprentissage, on ne pr�esente que les activit�es des capteurs; par

projection depuis l'espace x sans le temps vers y, puis projection inverse de y

vers x, on retrouve le temps). Nous nous sommes alors plac�es dans le même cadre

exp�erimental que celui d�ecrit dans [13] : il y a seulement 1 capteur, mais celui-ci

est �echantillonn�e su�samment rapidement pour \voir" toujours trois valeurs �a

l'int�erieur de l'impulsion. On a donc un syst�eme �a 3 dimensions au lieu de 11. En

outre, le syst�eme d'encodage assure que le maximum recherch�e se trouve toujours

entre la premi�ere et la deuxi�eme composante. Dans ces conditions, on arrive �a une

erreur maximum sur la position du pic �egale �a 0.075 % de l'�ecart entre 2 points

d'�echantillonnage, soit trois fois mieux que les r�esultats mentionn�es dans [13]. Par

contre, notre syst�eme ne travaille pas en temps r�eel, contrairement �a celui d�ecrit

dans cet article.

9.2.5 D�etection de fautes dans des circuits �electriques

Il existe beaucoup d'applications des r�eseaux de neurones au contrôle et au diag-

nostic de machines �electriques et de syst�emes de puissance (une revue tr�es com-

pl�ete est faite dans [96]; voir aussi [6, 94, 95]). Dans [19], une utilisation de VQP

a �et�e propos�ee pour le diagnostic de convertisseurs triphas�es (\pulse width modu-

lator inverters").

Un convertisseur de puissance statique requiert souvent un haut degr�e de

�abilit�e de ses �el�ements pour bien fonctionner. Malheureusement, cette �abilit�e

n'est pas toujours garantie, et il est alors n�ecessaire de faire un diagnostic en

temps r�eel pour �eviter des dommages majeurs �a la machine. Uniquement sur la

base de mesures externes, un traitement rapide, bon march�e et �able doit être fait
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pour indiquer, si possible d'une fa�con synth�etique, l'�etat du syst�eme. Plusieurs

m�ethodes ont �et�e propos�ees dans ce but (par exemple des algorithmes heuristiques

simples [92] ou des syst�emes experts [101]). Elles r�epondent relativement bien aux

exigences pos�ees, mais ne sont pas capables de fournir �a l'op�erateur la visualisation

synth�etique et simple des di��erents �etats de marche du syst�eme.

L'utilisation d'une carte de Kohonen a d�ej�a �et�e propos�ee [20] pour r�esoudre ce

probl�eme. Une telle carte fournit une repr�esentation simple de l'�etat du syst�eme

et permet ainsi un diagnostic rapide et facile. En e�et, l'op�erateur peut suivre

l'�evolution du point de fonctionnement dans la carte, o�u les zones correspondant

aux di��erents probl�emes ont �et�e pr�ealablement marqu�ees. Il rep�ere ainsi imm�e-

diatement une tendance du syst�eme �a se mettre en panne et sait aussi tout de

suite de quelle panne il s'agit.

Le principal probl�eme de l'utilisation du r�eseau de Kohonen, toutefois, est que

dans le cas particulier la vari�et�e de la distribution est fortement pli�ee et que la

r�egion correspondant �a une panne donn�ee peut être projet�ee dans des zones de la

carte qui peuvent être loin les unes des autres (la r�egion est coup�ee en morceaux).

Les vecteurs d'entr�ee de cette distribution sont constitu�es apr�es une FFT

(Transform�ee de Fourier Rapide) des courants des trois phases. Pour chaque

phase, les 5 premi�eres harmoniques du courant, normalis�ees par la valeur conti-

nue (DC), sont consid�er�ees. Les valeurs ainsi calcul�ees sont collect�ees dans un

vecteur �a 15 dimensions, repr�esentatif de l'�etat du syst�eme. Pour neuf �etats de

charge consid�er�es, 12 pannes di��erentes plus l'�etat de bon fonctionnement ont �et�e

simul�es, formant une base d'apprentissage de 117 vecteurs.

L'utilisation d'un r�eseau VQP avec une dimension de sortie �x�ee �a 2 donne,

comme avec la carte de Kohonen, un r�esultat o�u certaines r�egions sont s�epar�ees

(�gure 9.14.a). Par contre, en donnant 3 dimensions �a l'espace de sortie, les au-

teurs ont obtenu des r�egions simplement connexes (�gure 9.14.b), c'est-�a-dire non

coup�ees, ce qui signi�e que chaque �etat est repr�esent�e par un et un seul amas de

points. Leur conclusion est que la vari�et�e du probl�eme est 3, et qu'elle ne peut

pas, même par d�epliage, être ramen�ee �a deux sans qu'il soit n�ecessaire de couper

des r�egions.

Ils remarquent d'autre part que, s'il est concevable d'utiliser un r�eseau de

Kohonen avec une grille �a plus de deux dimensions, le calcul de voisinage devient

lourd, et, par-dessus tout, le probl�eme du choix de la forme de la carte (x 4.6)

devient encore plus di�cile qu'avec deux dimensions. Avec VQP par contre, ce

probl�eme n'existe pas. Les tests de classi�cation r�ealis�es avec une centaine de

vecteurs inconnus (c'est-�a-dire n'appartenant pas �a l'ensemble d'apprentissage)

donnent un taux d'erreur de 5% environ [19].

Les mêmes auteurs proposent dans [21] d'utiliser VQP pour un autre pro-

bl�eme de diagnostic, connu dans la litt�erature sous le nom de \diagnostic des
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Figure 9.14: R�esultats en sortie de VQP pour le probl�eme de d�etection de fautes dans un

convertisseur triphas�e. En (a), un r�eseau avec deux dimensions de sortie a �et�e utilis�e : des

r�egions sont coup�ees en deux, voire en trois. Par contre, lorsqu'on donne trois dimensions de

sortie, les groupes ne sont pas coup�es. Les di��erentes lettres correspondent �a des types de

pannes. Re-dessin�e d'apr�es Cirrincione et al. [19].

pannes naissantes" (\incipient faults"). Le probl�eme standard, �etudi�e dans de

nombreux travaux, concerne un moteur �a induction. Deux types de probl�emes

peuvent principalement se produire :

� Court-circuit entre deux spires ou davantage du bobinage du stator, se tra-

duisant par une diminution du nombre de spires �equivalentes, donc une

baisse de couple, une augmentation du courant et un �echau�ement du mo-

teur.

� Usure des paliers, provoquant l'augmentation du couple de frottement (et

un �echau�ement des parties concern�ees).

De même que dans le cas des convertisseurs triphas�es, on ne doit pas transformer

le syst�eme ou attenter �a son int�egrit�e pour prendre les mesures. Les seules mesures

que l'on peut faire sont des mesures externes. En l'occurrence, il s'agit du courant

d'une phase du stator (mesur�e avec un capteur �a e�et Hall), et de la vitesse

angulaire du rotor (mesur�ee avec une dynamo tachym�etrique).

Un r�eseau VQP est entrâ�n�e pour d�etecter l'�etat normal, en pr�e-panne ou en

panne du syst�eme. Les consid�erations qui sont faites et les r�esultats obtenus par

les auteurs sont similaires �a ceux du probl�eme du convertisseur triphas�e ([21]).
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9.3 Analyse de proc�ed�e

9.3.1 Extraction de s�equence d'automate

La surveillance de proc�ed�e est actuellement un probl�eme cl�e dans le domaine de

la productique. En e�et, l'automatisation des proc�ed�es industriels a permis une

forte augmentation de la productivit�e, mais cette automatisation s'accompagne

de risques de dysfonctionnement des �el�ements impliqu�es (actionneurs, capteurs,

liens de communication, calculateurs, etc.). Bien que la cadence de production ait

augment�e grâce �a cette automatisation, le nombre de personnes pr�esentes sur le

lieu même de cette production a diminu�e (jusqu'�a être nul dans certains ateliers).

Cela signi�e que les op�erateurs de contrôle qui subsistent sont responsables d'une

plus grande partie du proc�ed�e et doivent rapidement traiter, en cas de probl�eme,

un grand nombre d'informations.

Il se pose imm�ediatement le probl�eme d'ergonomie et d'e�cience dans la pr�e-

sentation des informations aux op�erateurs, deux qualit�es qui sont souvent absentes

ou peu pr�esentes dans les syst�emes actuels. Le plus souvent, les automatismes qui

participent au contrôle d'un proc�ed�e ont une vue tr�es locale de leurs actions. Ils

sont pilot�es et contrôl�es par des micro- ou minicalculateurs qui r�etro-agissent au-

tomatiquement sur le proc�ed�e ou con�ent ce rôle �a l'homme. Le mod�ele utilis�e lors

de la d�e�nition des automatismes et de la programmation des calculateurs est g�e-

n�eralement limit�e (pour permettre de r�eagir dans un d�elai tr�es bref), hi�erarchique

et incomplet.

Ce mod�ele, par le nombre de variables en jeu (de l'ordre du millier voire de

la dizaine de milliers), ne met pas en �evidence certaines d�ependances entre ses

di��erents param�etres. Il existe donc des situations potentielles face auxquelles

le comportement du contrôle de proc�ed�e n'est pas connu. En cas d'anomalie,

il se produit souvent un ph�enom�ene bien connu des techniciens des salles de

contrôle, appel�e \avalanche des alarmes". En e�et, le syst�eme de contrôle d�e�nit,

pour chaque param�etre, des seuils �a partir desquels une alarme se d�eclenche.

Lorsqu'un probl�eme grave apparâ�t, un nombre important | et dans un d�elai

parfois court | de telles alarmes sollicite alors simultan�ement l'op�erateur, qui ne

sait plus quelle importance relative leur donner et laquelle traiter prioritairement.

Une telle situation se termine g�en�eralement par l'arrêt du proc�ed�e. Ce type d'arrêt

\d'urgence" est particuli�erement ennuyeux parce qu'il laisse l'automate n'importe

o�u dans sa s�equence. La remise en route est alors souvent longue et di�cile.

L'un des premiers pas pour tenter d'apporter une solution �a ce probl�eme

consiste �a tenter de pr�esenter �a l'utilisateur un \r�esum�e" de la situation, c'est-�a-

dire une vue synth�etique de l'�etat du syst�eme, de ses tendances, voire de mettre au

point un m�ecanisme d'anticipation des alarmes. Lors de l'annonce d'une alarme
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prochaine, l'op�erateur pourrait tenter d'en identi�er les causes et d'y rem�edier.

Le cas �ech�eant, on pourrait encore proc�eder �a temps �a un arrêt du syst�eme dans

une con�guration saine, ce qui r�eduirait le temps de remise en marche.

Dans le projet \Vigilance Neuromim�etique", en collaboration avec le groupe

automobile PSA, la soci�et�e ITMI et la soci�et�e Christol Consultants, nous avons

tent�e de mettre au point un tel m�ecanisme d'analyse et d'anticipation des alarmes.

Le proc�ed�e choisi pour ce d�eveloppement est une station sur un module de

l'atelier de ferrage de v�ehicules Citro�en AX et Peugeot 106. Cette station r�ealise

les premiers points de soudure apr�es positionnement et serrage du bloc avant du

v�ehicule avec le plancher ou \soubassement". Elle est compos�ee de deux outils

permettant la saisie des blocs �a assembler et de deux robots r�ealisant la soudure.

Le but de cette op�eration, appel�ee \conformation", est la mise en r�ef�erence cor-

recte des deux �el�ements avant qu'ils soient trait�es par les autres stations de la

ligne d'assemblage.

La dur�ee moyenne du cycle est d'environ 40 s, durant lesquelles il y a environ

une centaine de changements d'�etats de variables (parmi les 600 variables envi-

ron observ�ees). En combinant les di��erentes options possibles (AX/106, direction

gauche/droite, avec/sans toit ouvrant, 3/5 portes, avec/sans cale hydraulique,

essence/diesel, avec/sans cycle de rodage des �electrodes de soudure, : : : ), on ob-

tient environ 80 types de cycles di��erents. Les donn�ees disponibles sont une liste

de changements de variables horodat�ees (on voit un extrait d'une de ces listes �a

la �gure 9.15.a).

Initialement, nous pensions que le probl�eme majeur pour l'analyse d'un tel

proc�ed�e �etait le grand volume de donn�ees g�en�er�ees �a chaque cycle.

En r�ealit�e, les probl�emes rencontr�es ne se r�eduisent pas \simplement" �a cela.

Le probl�eme majeur se situe au niveau du codage de l'information �a fournir au

r�eseau de neurones. Cet aspect est en e�et tr�es d�elicat en raison de la nature

discontinue du proc�ed�e. Dans les proc�ed�es continus, la tâche �a r�ealiser consiste �a

surveiller des variables continues en fonction du temps. On peut alors regrouper

simplement les di��erentes variables dans un vecteur et analyser le nuage corres-

pondant, par exemple �a l'aide des m�ethodes d�ecrites jusqu'ici.

Tout d'abord, nous avions pens�e fabriquer un vecteur continu, repr�esentatif

d'un cycle complet, en assignant �a chaque composante l'instant d'arriv�ee du chan-

gement d'�etat d'une variable donn�ee (par exemple, on peut ainsi d�ecider que la

1�ere composante code l'instant du premier passage �a 1 du signal `E784' depuis le

d�ebut du cycle, que la 2e code celui du premier passage �a 0 de la même variable,

etc.). On s'est alors heurt�e �a plusieurs probl�emes relatifs �a la nature irr�eguli�ere

et polymorphe des cycles. Par exemple, il s'est av�er�e impossible de d�e�nir un

d�ebut et une �n de cycle entre lesquels on pouvait voir toujours le même nombre

de changements d'�etats. De plus, il est fr�equent de rencontrer certaines variables
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06:41:23.11 1 A159
06:41:23.63 1 E183
06:41:23.63 1 E191
06:41:23.63 1 E207
06:41:23.66 1 A151
06:41:23.66 0 A387
06:41:23.70 1 E199
06:41:24.13 0 E207
06:41:24.18 0 A151
06:41:24.18 1 E207
06:41:24.20 1 A151
06:41:24.20 0 E192
06:41:24.38 1 E192
06:41:25.14 1 E248
06:41:25.34 0 E248
06:41:26.36 0 E183
06:41:26.36 0 E191
06:41:26.39 0 A151
06:41:26.77 1 E249
06:41:26.98 0 E249
06:41:28.00 0 E199
06:41:28.00 0 E207
06:41:31.68 0 E115
06:41:33.08 1 E101
06:41:33.69 0 E101
06:41:35.93 1 E101
06:41:36.09 0 E101
06:41:36.22 1 E115
06:41:36.94 0 E115
06:41:37.49 1 E115
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Figure 9.15: Exemples de programmes d'automates. A gauche, les donn�ees collect�ees sur

l'automate r�eel. A droite, un automate tr�es simple, permettant de faire des tests (voir texte).

qui changent K fois d'�etat au cours d'un type de cycle donn�e, et K

0

6= K fois

au cours d'un autre type de cycle. En outre, certaines variables plus \statiques"

(qui sont des indicateurs de mode, par exemple) peuvent se combiner en un grand

nombre d'�etats possibles di��erents. Comme elles changent rarement, elles risquent

de ne pas être prises en compte dans le codage ci-dessus. Une identi�cation de

ces variables s'av�ere di�cile.

En�n, nous avons pris conscience, au �l de l'analyse, d'un certain nombre

d'autres probl�emes d�elicats, par exemple :

� On ne dispose pas de bases de donn�ees repr�esentatives de cycles \bons"

ou de cycles \mauvais" (ou encore, de cycles \pr�e-fautifs"), mais d'un long

historique de changements d'�etats de variables isol�ees, dans lequel tout le

probl�eme est d'ancrer une telle symbolique.

� Les conditions de pannes elles-mêmes ne sont pas clairement d�e�nies.

� On remarque bien des plages de temps sans aucun changement d'�etat, ou

avec un nombre de changement d'�etats tr�es faible, ce qui signi�e que le

proc�ed�e a �et�e stopp�e. Cela ne signi�e pourtant pas n�ecessairement qu'on

soit en situation de panne. En e�et, il peut se produire des attentes dues

aux autres stations sur la ligne, par exemple, ou �a l'ouverture d'un portillon

de visite par un op�erateur, ou encore �a toute autre interruption ext�erieure

et impond�erable.
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� Certains arrêts proviennent parfois aussi d'un d�efaut de positionnement de

de forme du bloc, panne imputable �a une station en amont, c'est-�a-dire en

dehors de notre champ d'observation.

� Un cycle n'est, comme on l'a vu, pas une s�equence immuable. Tout au

contraire, il faut le consid�erer comme le parcours dans un graphe d'�etats.

De par la nature du proc�ed�e, il arrive que certaines s�equences d'op�erations

soient lanc�ees en parall�ele, g�en�erant ainsi des \peignes" de changements

d'�etats entremêl�es.

� Des trois conditions qui pr�ec�edent, il d�ecoule que certains �ecarts entre va-

riables vont être grands, avec une forte variance, bien que sans importance.

A l'inverse, des �ecarts de temps courts entre deux signaux peuvent être

tr�es importants. Une analyse de l'espace �a base de quanti�cation vecto-

rielle risque donc de \gaspiller" un nombre important de neurones dans des

r�egions inint�eressantes, et, r�eciproquement, de ne pas quanti�er certains

intervalles vitaux, bien que petits.

Finalement donc, ce probl�eme de codage dans le cas r�eel semble di�cile �a r�e-

soudre. Le sch�ema imagin�e initialement �etait l'utilisation d'un r�eseau de neurones

de type VQP ou SOM comme pr�etraitement pour des m�ethodes d'intelligence ar-

ti�cielle faisant l'interface avec l'utilisateur. Compte tenu de l'utilisation toujours

plus importante de ces derni�eres m�ethodes pour pr�eparer le probl�eme en vue de

l'application d'un r�eseau de neurones, ce sch�ema risque de s'inverser.

A�n de valider les possibilit�es d'analyse d'un automate par VQP, sans se

laisser arrêter par les di�cult�es rencontr�ees dans cette application de grande

complexit�e, nous avons test�e l'algorithme sur des s�equences simples, comprenant

toutefois plusieurs des di�cult�es rencontr�ees jusqu'�a pr�esent dans l'application

r�eelle.

A titre d'illustration, la �gure 9.15.b montre la d�e�nition d'un programme

automate �ctif. Les changements d'�etats se suivent jusqu'�a E3, apr�es quoi les

s�equences de gauche ou de droite sont emprunt�ees au hasard, selon une r�epartition

de probabilit�e �x�ee a priori. Entre chaque succession d'�etats, il s'�ecoule un temps

tir�e al�eatoirement dans une fourchette di��erente pour chaque �etat, et �egalement

�x�ee a priori.

Le codage se fait de la fa�con suivante : k composantes binaires servent �a

d�e�nir l'�etat dans lequel se trouve l'automate. On ajoute encore �a ce vecteur

d'�etat 2 composantes suppl�ementaires qui codent le temps sous forme circulaire :

a[cos(!t); sin(!t)]

T

, avec ! = 2�=T et T la p�eriode moyenne du cycle. Le facteur

a sert �a donner plus ou moins d'importance �a la dimension temporelle du codage

par rapport �a l'�etat binaire des variables. Ce codage sous forme circulaire permet

d'indiquer la nature r�ep�etitive des cycles.
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Figure 9.16: R�esultat de VQP sur le probl�eme de la �gure 9.15.b, avec un espace de sortie

�x�e �a 3 dimensions.

La �gure 9.16 donne le r�esultat d'une repr�esentation de la s�equence d'exemple

par un r�eseau VQP dont la sortie est �x�ee �a trois dimensions. L'id�ee est d'obte-

nir une repr�esentation sur un cylindre, avec la position angulaire sur le cylindre

d�ependant du temps, et avec la composante le long de l'axe du cylindre d�epen-

dant de la distance de Hamming entre deux �etats binaires. Dans la projection

trouv�ee par VQP et illustr�ee �a la �gure 9.16, on retrouve bien cette structure,

avec une bonne s�eparation des s�equences alternatives le long de l'axe du cylindre.

On retrouve la variation du d�elai entre deux �ev�enements successifs le long de la

circonf�erence du cylindre. Apr�es apprentissage, lorsqu'on fait d�e�ler des cycles, on

observe leur d�eroulement dans l'espace cylindrique de sortie. Les d�erives tempo-

relles sont ais�ement rep�er�ees sur le cylindre : par exemple, un intervalle de temps

entre deux �ev�enements particuliers qui a tendance �a s'allonger va se traduire par

le passage du point de sortie �a une position toujours plus �eloign�ee de sa position

apprise. On arrive ainsi �a d�etecter le d�efaut, ainsi que l'�ev�enement concern�e, ce

qui peut permettre une localisation de ce d�efaut dans le proc�ed�e.
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9.3.2 Surveillance de centrale nucl�eaire

Nous pr�esentons ici des r�esultats obtenus dans le cadre d'un projet de collabora-

tion avec le Laboratoire de R�eseaux Electriques de l'Ecole Polytechnique F�ed�erale

de Lausanne (LRE-EPFL) et une grande soci�et�e belge sp�ecialis�ee dans les pro-

bl�emes de l'�energie, la soci�et�e Tractebel.

L'�etude porte sur le probl�eme de surveillance de centrale nucl�eaire. Les don-

n�ees sont issues d'un simulateur d'une unit�e de centrale �electrique nucl�eaire si-

tu�ee en Belgique. Cette unit�e est du type r�eacteur �a eau pressuris�ee, �a 3 boucles

primaires. Chaque boucle poss�ede son g�en�erateur de vapeur (GV) ainsi que sa

pompe primaire. La pompe primaire a pour rôle de faire circuler le uide au sein

de la boucle. Le GV fournit la chaleur produite par le circuit primaire au circuit

secondaire.

La section de boucle situ�ee entre la sortie du r�eacteur et l'entr�ee du GV est

appel�ee \branche chaude". Celle du GV vers le r�eacteur est appel�ee \branche

froide".

Le circuit primaire poss�ede un pressuriseur, connect�e �a la branche chaude

d'une des boucles primaires. Le pressuriseur est l'organe qui permet, par ad-

jonction d'eau froide ou par r�echau�ement de l'eau qui s'y trouve, de r�eguler la

pression du circuit primaire.

L'�echange de chaleur entre le circuit primaire et secondaire se fait dans le GV.

Il produit de la vapeur dans le secondaire. Cette vapeur entrâ�ne une turbine

coupl�ee �a un alternateur pour produire l'�electricit�e.

Le syst�eme est observ�e �a l'aide de 42 variables, qui sont :

� les temp�eratures de branches froides et chaudes de chaque boucle, ainsi que

celles �a l'entr�ee des GV, côt�e secondaire,

� les d�ebits d'eau dans chaque boucle, et les d�ebits dans les GV, côt�e secon-

daire,

� les niveaux d'eau dans les GV, côt�e secondaire,

� la pression de vapeur dans chaque GV,

� la pression de vapeur apr�es le 6e �etage de la turbine, et celle dans le pres-

suriseur,

� des variables caract�erisant le ux neutronique dans le r�eacteur,

� des d�ebits de fuites (vapeur, eau, totale),

� la vitesse des 3 pompes,
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Figure 9.17: Analyse pr�eliminaire des donn�ees r�ecolt�ees sur le r�eacteur (simul�e) en bon fonc-

tionnement : (a) vue directe des 42 dimensions (par le \viewer"), (b) histogramme des valeurs

propres, (c) analyse de dimension fractale.

� la position (binaire) de 4 vannes,

� un d�ebit de charge du circuit,

� le niveau du r�eservoir

Les donn�ees correspondant �a 5 situations nous ont �et�e mises �a disposition

par Tractebel. Quatre d'entre elles (que nous nommons E,G,H et I) sont des

situations normales, correspondant �a l'exploitation sous di��erentes conditions de

la centrale. Dans la 5e par contre (que nous appelons J), il a �et�e simul�e un accident

consistant en une fuite de liquide r�efrig�erant (br�eche dans la branche chaude

d'une boucle primaire). Le simulateur rend compte des actions automatiques qui

seraient prises en centrale pour compenser la fuite, notamment l'usage d'une

r�eserve d'eau qui intervient pour compenser toute perte de r�efrig�erant au niveau

primaire. L'incident est initi�e 12 minutes apr�es le d�ebut de la simulation. Il est

rep�er�e par le syst�eme de supervision de la centrale 3'30" (c'est-�a-dire 210 secondes)

apr�es son apparition. On va voir comment une utilisation ad�equate de VQP va

r�eduire ce temps �a 5 secondes seulement.

Une premi�ere analyse des donn�ees en 42 dimensions (�gure 9.17) indique que

l'on peut r�eduire la dimension par projection lin�eaire (par ACP) jusqu'�a 10. Avec

ces 10 axes principaux, on rend compte de 99:8% de la variance totale du nuage
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Figure 9.18: (a) Analyse de dimension fractale de l'espace des phases. (b) Repr�esentation

dy� dx d'un VQP �a 200 neurones avec l'espace des phases en entr�ee et un espace de sortie �x�e

�a deux dimensions.

en 42 dimensions. Une analyse de dimension fractale montre que la dimension

intrins�eque est proche de 1. Cette analyse est con�rm�ee par la vue directe du

nuage en 42 dimensions : la distribution semble avoir une structure \�l de fer".

Cette structure (qui contient des boucles) est compr�ehensible �etant donn�e qu'elle

correspond �a l'espace d'�etat, au cours du temps, d'un processus r�egul�e. Ainsi, le

syst�eme en boucle ouverte aurait tendance �a diverger (c'est le d�epart des boucles),

mais le r�egulateur le ram�ene vers son point de fonctionnement id�eal.

Pour cette raison, il nous a sembl�e int�eressant de consid�erer l'espace des

phases :

"

�(t)

_

�(t)

#

�

=

"

�(t)

1

�t

(�(t+�t)� �(t))

#

centr�e-r�eduit comme espace d'entr�ee

de VQP, en prenant pour � les vecteurs apr�es ACP. Une analyse fractale de ce

nouveau nuage �a 20 dimensions (�gure 9.18.a) montre deux zones o�u l'estimation

de la dimension est stable : �a une premi�ere �echelle, relativement grossi�ere (de r

0

=3

�a r

0

=16 environ, o�u r

0

est le grand côt�e de la bô�te qui englobe tout le nuage),

on trouve une dimension de 2:6, alors que pour une �echelle plus �ne (de r

0

=16 �a

r

0

=300 environ), on retrouve une dimension de 1. Cela peut s'expliquer en voyant

que, dans l'espace des phases, la trajectoire du syst�eme d�ecrit une courbe dont

les segments sont quasiment situ�es dans des plans.

Pour apprendre cette structure, nous avons donc utilis�e un r�eseau VQP avec

une sortie �a deux dimensions, en prenant comme ensemble d'apprentissage l'es-

pace des phases de l'ensemble des situations normales : E,G,H et I. On voit la

repr�esentation dy � dx en �n d'apprentissage �a la �gure 9.18.b. Apr�es appren-

tissage, nous avons pratiqu�e la projection continue (selon x 7.3) de la base de

donn�ees correspondant �a la situation accidentelle (J, qui a subi le même pr�e-

traitement que les autres

2

). Pour chaque point, nous relevons la valeur " qui est

2

Il faut bien faire attention de ne pas centrer-r�eduire chaque nuage ind�ependamment. Les

axes principaux et les variances des di��erents nuages sont en g�en�eral di��erents, et l'on obtien-
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Figure 9.19: (a) Graphique de l'�evolution, au cours du temps, de l'erreur de projection "

entre l'�etat du syst�eme et la vari�et�e apprise par VQP. On rep�ere ais�ement l'incident (qu'on a

plac�e au temps t = 0 sur cette �echelle en secondes). A droite (b), un agrandissement autour de

cet instant montre que l'on peut d�etecter l'incident relativement tôt (les syst�emes classiques le

d�etectent apr�es 210 s).

l'erreur entre � et sa projection sur la vari�et�e apprise (voir x 7.3). Cette valeur "

est trac�ee en fonction du temps �a la �gure 9.19, o�u l'on a plac�e l'origine du temps

au moment o�u l'incident a �et�e initi�e (12 minutes apr�es le d�ebut de la simulation).

La partie o�u le temps est n�egatif correspond donc �a la pr�esentation d'�etats qui

n'ont jamais �et�e appris, mais o�u la situation est encore normale. On voit que l'er-

reur de projection est faible dans cette partie, ce qui signi�e que l'�etat est proche

de la surface (pli�ee) des �etats appris (mais pas forc�ement proche des �etats appris

eux-mêmes). La partie droite correspond �a ce qui se passe apr�es l'instant o�u l'in-

cident a commenc�e. On constate qu'il est facile de discriminer les deux situations,

dans un temps relativement court apr�es le d�ebut de l'incident (pratiquement au

premier �echantillon qui suit, soit 5 secondes apr�es l'incident).

Par comparaison, sur cette �echelle de temps en secondes, le superviseur de la

centrale d�etecte le d�efaut apr�es 210 s, soit tout �a droite du graphique 9.19.a.

9.4 Fabrication de m�etrique

Dans les applications qui pr�ec�edent, on a toujours consid�er�e que l'on disposait de

donn�ees vectorielles dans un espace euclidien.

Cet espace, de dimension n, est quanti��e par la premi�ere couche de VQP,

c'est-�a-dire que les vecteurs-poids de cette couche sont un �echantillonnage n-

dimensionnel non r�egulier de la distribution. En parall�ele, la seconde couche tente

drait ainsi des rotations et des facteurs d'�echelle di��erents de cas en cas. La proc�edure correcte

consiste �a faire l'ACP d'un nuage, par exemple celui de la situation E, puis de retenir l'applica-

tion lin�eaire P qui permet de passer de E dans son espace principal apr�es centrage-r�eduction.

Ensuite, on applique P sur tous les autres nuages.
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en permanence de copier avec un minimum de distorsion les poids de la premi�ere

couche dans un espace de sortie de dimension r�eduite p < n.

Le crit�ere de distorsion n'est pas fond�e sur la variance du nuage, comme c'est

le cas pour l'ACP, mais est d�e�ni par l'erreur quadratique sur le respect des

distances entre les points. En mettant une pond�eration plus importante pour les

petites distances, la minimisation du crit�ere conduit au \d�epliement" de la vari�et�e

moyenne repr�esent�ee par les poids d'entr�ee.

Il faut remarquer que la recherche des positions des vecteurs-poids de sortie se

base donc uniquement sur une liste des distances mesur�ees dans l'espace d'entr�ee.

Cette derni�ere observation permet de consid�erer des probl�emes pour lesquels

on ne dispose pas d'une distribution de points dans un espace euclidien, mais

uniquement d'une liste de distances entre des individus.

Dans les deux sections qui suivent, nous montrons comment VQP permet,

dans ces conditions, de construire une repr�esentation euclidienne.

9.4.1 Routage adaptatif de paquets en t�el�ecommunica-

tions

Nous rapportons ici les r�esultats d'une �etude pr�eliminaire pour un projet que

nous venons de commencer, en collaboration avec le CNET et France Telecom.

Les r�eseaux de transmission de donn�ees en mode asynchrone (ATM) doivent

permettre les plus hauts d�ebits d'information, en s'a�ranchissant des resynchro-

nisations d'horloge et en utilisant le support optique. Si l'aspect physique de la

commutation est relativement bien d�e�ni, il n'en va pas de même pour l'aspect

\d�ecision de routage" [3, 91]. En e�et, dans ce cas, un message (paquet) peut

di�cilement être stock�e, il doit être rout�e vers (ou d�erout�e de) sa destination

en quelques nanosecondes. Au mieux, dans certains cas, peut-on d�ecider de le

retarder (200 m de �bre optique pour 1 ms) mais ceci doit être exceptionnel. A

un n�ud de r�eseau, la d�ecision de routage (pour choisir le meilleur chemin) doit

être prise en un temps extrêmement r�eduit en fonction des occupations de lignes

et des n�uds �a traverser pour atteindre le destinataire.

Sur le plan strat�egique, le routage adaptatif permet d'optimiser l'utilisation

des ressources a�n d'augmenter les d�ebits, de limiter la congestion et de r�eduire le

coût �nancier des communications. Diverses proc�edures de routage adaptatif sont

exploit�ees dans des r�eseaux existants (ETHERNET, ARPANET, TRANSPAC: : : ),

mais la complexit�e croissante de ces r�eseaux et l'augmentation des d�ebits li�es �a la

technologie impliquent une remise en cause des protocoles de routage convention-

nels [37], peu e�caces dans la r�esolution des probl�emes �a combinatoire impor-

tante. De nouvelles techniques (par exemple celles d�ecrites dans [3, 91]) doivent

être d�e�nies en fonction de l'aspect temps r�eel, qui est ici primordial.
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Figure 9.20: Exemple d'un graphe de r�eseau

a�ect�e des coûts (entre parenth�eses) d'utilisation

des n�uds. La somme des coûts le long d'un trajet

d�e�nit le coût total de ce dernier, donc la

\distance" �equivalente du destinataire.

Il est bien �evident que le routage adaptatif doit se faire en fonction d'infor-

mations sur la structure et l'�etat du r�eseau, ce dernier pouvant �evoluer au cours

du temps. Grandes dimensions des r�eseaux et hauts d�ebits d�ainformation interdi-

sent toute d�ecision centralis�ee pour le routage : le processus de d�ecision doit être

local, au niveau du commutateur. Cependant, le principe de routage adaptatif

optimis�e implique une connaissance globale de l'�etat de l'ensemble du r�eseau. Ces

deux consid�erations ne peuvent être rendues compatibles qu'en d�elocalisant les

processus d'optimisation au niveau de chaque n�ud. La prise de d�ecision doit être

rapide, sans calcul, ou selon un calcul strictement parall�ele. Elle doit donc utiliser

des informations \pr�edig�er�ees" �elabor�ees par un processeur local. L'�elaboration

de ces informations doit r�epondre �a un processus d'optimisation : chaque n�ud se

construisant une \vision locale" de l'ensemble du r�eseau, qui peut être di��erente

d'un n�ud �a l'autre. De plus, cette vision locale doit �evoluer au cours du temps,

en fonction d'informations re�cues des n�uds voisins et de l'ensemble du r�eseau,

et remises �a jour p�eriodiquement.

L'id�ee de base est de construire une telle vision locale �a l'aide de VQP, en la

r�eactualisant de temps en temps en fonction des informations re�cues par les n�uds

voisins sur l'�etat du r�eseau. Le processus de routage lui-même, �a une �echelle de

temps beaucoup plus �ne, utilise cette vision locale pour trouver dans un temps

minimal une route optimale par rapport �a la vision locale du n�ud, c'est-�a-dire

presque optimale au niveau global si \vision locale" et \�etat v�eritable" du r�eseau

ne di��erent pas trop.

Le fait que les informations prises en compte pour la d�e�nition des distances

en entr�ee puissent être de nature di��erente (distance physique entre deux n�uds,

ou logique, attach�ee au coût d'utilisation d'une liaison ou d'un n�ud, ou même

oue) autorise le maximum de libert�e. Ces distances correspondent aux \coûts"

utilis�es dans les algorithmes de recherche de parcours dans un graphe.

Le choix d'un espace d'arriv�ee euclidien (produit scalaire induisant une norme)

permet d'utiliser la comparaison de produits scalaires �a la place des comparaisons

de distances elles- mêmes, ce qui est plus e�cace du point de vue de la r�ealisation

mat�erielle. A�n de �xer les id�ees, nous donnons, sur un exemple simple que nous

avons simul�e, la proc�edure qui permet de trouver la direction dans laquelle envoyer
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Figure 9.21: Vue en perspective de l'espace 3D de

projection construit par le n�ud 3. Un message

destin�e �a 8 g�en�ere un vecteur qui pointe vers le

prototype 8. Son angle minimal avec les directions

issues de 3 d�etermine le chemin 3-6 �a emprunter. Le

n�ud 4 , tr�es charg�e (0.7), est ainsi �evit�e.

un message �a partir d'un n�ud, en fonction de l'adresse de destination et des

contraintes du tra�c dans le r�eseau. Nous supposons un r�eseau dont le graphe est

celui de la �gure 9.20. Des coûts sont a�ect�es �a chaque branche et �a l'utilisation

de chaque n�ud en fonction du tra�c moyen �evalu�e p�eriodiquement, selon par

exemple les recommandations de l'ISO.

Dans un premier temps, puis de temps en temps (par exemple en pro�tant des

p�eriodes d'inactivit�e d'une branche), tous les n�uds �emettent, �a destination des

autres, des informations sur leur charge moyenne et leur activit�e. Chaque n�ud

dispose donc �a chaque instant des donn�ees n�ecessaires �a l'�evaluation des distances

entre lui-même et ses voisins ainsi qu'entre les autres n�uds, ceci en fonction du

graphe et des coûts li�es aux di��erents chemins possibles. Il �etablit alors par VQP,

dans un espace qui lui est propre, une cartographie de l'ensemble du r�eseau vu de

sa propre position. Cette cartographie est p�eriodiquement remise �a jour. Compte

tenu de la non-sym�etrie des chemins et des occupations, il est �evident que les

n�uds poss�edent des repr�esentations du r�eseau di��erentes les unes des autres.

Prenons par exemple un message issu du n�ud 1 qui poss�ede comme adresse

de destination celle du n�ud 8. Il doit traverser le r�eseau selon le chemin de

plus faible coût, sachant que la d�ecision de routage appartient �a chaque n�ud

et doit être prise quasi instantan�ement en fonction du choix de la voie optimale

�a emprunter et des contraintes locales d'encombrement (voie d�ej�a occup�ee par

exemple). Au d�ebut, le routage est unique, et ce n'est qu'�a partir du n�ud 3

que les probl�emes se posent. En raison de ce qui pr�ec�ede, le n�ud 3 a �etabli,

�a partir des donn�ees de la �gure 9.20 (structure du graphe et coûts associ�es),

son espace de repr�esentation du r�eseau. Pour la repr�esentation, nous avons choisi

ici un espace en trois dimensions, mais rien n'empêche d'utiliser des dimensions

sup�erieures. Cet espace de repr�esentation est illustr�e �a la �gure 9.21. Le message

porte l'adresse du destinataire (8). Nous d�e�nissons alors le chemin �a emprunter

comme celui qui est le plus proche de la direction du destinataire. La recherche du

voisin �a qui il faut envoyer le paquet se fait simplement en prenant le maximum

des produits scalaires entre le vecteur directeur u

38

et les u

3i

(pour tous les

i voisins du n�ud 3). Cette proc�edure s'av�ere plus rapide et plus simple que
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l'algorithme classique de Dijkstra [37], qui ne permet que de d�eterminer l'arbre des

chemins les plus courts depuis un n�ud, en �eliminant les alternatives possibles,

et qu'il faut donc re-calculer enti�erement chaque fois que les coûts changent.

Notre syst�eme permet de pond�erer ponctuellement les produits scalaires par la

disponibilit�e instantan�ee des voisins, sans changer toute la repr�esentation locale.

De plus, la r�eactualisation de cette repr�esentation locale n'est en g�en�eral qu'une

petite modi�cation des di��erents points. Il n'est pas n�ecessaire de refaire toute

une convergence de l'algorithme VQP.

En�n, au niveau de la couche de routage elle-même, le produit scalaire lui-

même peut être e�ectu�e de fa�con optique et parall�ele.

9.4.2 Cartographie de concepts en fonction de distances

subjectives

Cette notion de repr�esentation d'un ensemble de points dans un espace eucli-

dien en fonction d'une liste de distances peut être �etendue pour d'autres types

d'analyse. Notamment, on peut consid�erer des relations entre individus qui ne

jouissent pas des propri�et�es d'une distance (c'est-�a-dire qui ne respectent ni la

r�eciprocit�e, ni l'in�egalit�e du triangle) mais qui d�enotent tout de même une notion

d'�eloignement.

Si ces propri�et�es ne sont pas respect�ees, on pourra prendre une dimension

de sortie aussi grande que l'on voudra, on n'arrivera pas �a annuler le crit�ere

de distorsion (6.1). N�eanmoins, sans l'annuler, il est tout de même possible de

le minimiser et de produire par l�a une repr�esentation euclidienne (munie d'une

m�etrique) approximative des individus.

Par exemple, on peut dresser une liste d'objets plus ou moins h�et�eroclites

(pomme, chat, avion, parapluie, cendrier, cigarette, : : : ), puis faire une enquête

aupr�es d'un certain nombre de personnes pour connâ�tre la \distance subjecti-

ve" qu'ils attribuent �a quelques couples de ces objets dans un champ s�eman-

tique particulier (fonction, apparence, co-occurrence ou encore proximit�e spatiale

moyenne). Une auto-organisation du r�eseau VQP �a partir de cet ensemble de

distances fournit une carte des objets dans laquelle la m�etrique correspond au

champ s�emantique choisi (par exemple, si celui-ci est \la fonction", il y a fort �a

parier que la cigarette ne sera pas repr�esent�ee loin du cendrier). Lorsqu'on pr�e-

sente de nouveaux objets (toujours d�e�nis par leurs \distances subjectives" �a

quelques objets d�ej�a connus) notre algorithme de projection continue permet de

les repr�esenter dans l'espace des connaissances et, ainsi, de faire des associations

�a partir des proximit�es dans cette projection.
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a b

Figure 9.22: Deux ensembles de points �a apparier. L'ensemble de points (b) a �et�e g�en�er�e par

rotation, d�eformation et bruitage de l'autre (a).

9.5 Appariement de graphes

Pour terminer cette liste non exhaustive d'exemples d'applications de VQP, nous

allons �etudier le probl�eme d'appariement de graphes.

Ce probl�eme d'optimisation consiste �a chercher la mise en relation des n�uds

de deux graphes, en minimisant une fonction objective. C'est un probl�eme qui

apparâ�t notamment en reconnaissance des formes, o�u les graphes sont alors rem-

plac�es par des ensembles de points caract�eristiques des objets, et o�u la tâche

consiste �a chercher une mise en correspondance de deux de ces ensembles qui mi-

nimise une fonction g�en�eralement choisie invariante en translation, en rotation,

en homoth�etie et en rotation.

Pour r�esoudre ce probl�eme, nous proposons l'utilisation d'un algorithme �a

mi-chemin entre VQP et les cartes de Kohonen. Il s'agit d'une sorte de carte

auto-organisante dont les neurones, au lieu de se trouver sur une grille, sont �x�es

aux positions de l'un des deux ensembles de points. L'algorithme lui-même est

identique �a celui de Kohonen, mais en utilisant une fonction de voisinage d�e�nie

sur les positions des neurones ainsi �x�ees.

Nous pouvons illustrer cet algorithme avec l'exemple de la �gure 9.22. L'en-

semble de points de droite a �et�e g�en�er�e par rotation, d�eformation et bruitage de

l'autre.

A la �gure 9.23, on montre le r�esultat apr�es convergence de l'algorithme.

Les vecteurs d'entr�ee x

i

se sont positionn�es sur les points de la distribution, et

l'appariement est donn�e par la relation habituelle x

i

 ! y

i

. A�n de visualiser

cette relation, nous avons utilis�e l'algorithme des \liens dynamiques" qui montre
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a b

c

Figure 9.23: R�esultat de l'algorithme propos�e pour l'appariement de graphes dans le probl�eme

de la �gure 9.22. (a) Espace d'entr�ee, avec les vecteurs ayant converg�e vers la distribution.

(b) Espace de sortie, o�u les poids ont �et�e �x�es sur les points du nuage �a apparier.

les plus proches voisins dans l'espace d'entr�ee. La repr�esentation dy � dx montre

�egalement que l'appariement des distances est bon.

Sur la base de l'appariement de ces points caract�eristiques, on peut utiliser

notre algorithme de projection continue pour obtenir la repr�esentation de n'im-

porte quel autre point de l'objet, voire de tout l'objet lui-même.
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Chapitre 10

Conclusion

10.1 Synth�ese

Le noyau de ce travail sur l'analyse de donn�ees par r�eseaux de neurones auto-

organisants est l'algorithme que nous avons appel�e \Vector Quantization and

Projection" (VQP). Cet algorithme permet de trouver le support de la distribution

de donn�ees et sa repr�esentation par d�epliage dans un espace de dimension r�eduite.

Contrairement �a une conventionnelle analyse en composante principale (ACP),

il n'est pas limit�e �a la recherche d'une structure lin�eaire, mais peut r�ev�eler une

classe beaucoup plus grande d'objets : toute structure \pli�ee". On pourrait ainsi

le renommer \Analyse en Composantes Curvilignes" (ACC).

Il se d�emarque de l'algorithme des cartes de Kohonen, dont il est pourtant

inspir�e et qui peut �egalement e�ectuer un tel d�epliage. L'algorithme de Kohonen

utilise comme espace de projection une grille que l'on d�e�nit au pr�ealable. Celle-ci

est de forme g�en�eralement rectangulaire ou hexagonale, et même souvent (faute

d'information sur la forme qui serait la plus ad�equate) carr�ee. Ainsi, c'est au

m�ecanismede projection de s'arranger pour repr�esenter les donn�ees sur cette grille

de forme �g�ee. On con�coit facilement que dans un cas g�en�eral cette m�ethode peut

conduire �a des contraintes contradictoires. Avec VQP au contraire, on ne contraint

pas l'espace de repr�esentation �a prendre une forme particuli�ere. L'arrangement

des neurones est sans importance. C'est leur sortie, vectorielle, qui d�e�nit la

repr�esentation dans un espace continu. Nous montrons que cette lib�eration de la

contrainte d'une forme �g�ee permet d'aborder des structures de donn�ees beaucoup

plus vari�ees : de forme quelconque, connexe ou non.

Nous devons cependant beaucoup �a l'�etude du r�eseau de Kohonen. Par exemple,

la mesure de pertinence d'une repr�esentation que nous avons appel�ee \dy � dx"

(voir x 4.5.3) et que nous utilisons pour VQP a �et�e d�evelopp�ee initialement pour

quali�er l'�etat d'organisation d'une carte de Kohonen. De même, c'est en cher-
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chant �a comprendre pourquoi la plupart des autres mesures d'organisation don-

naient (�a tort bien sûr) leur meilleure note �a l'�etat qui r�esulte imm�ediatement

de l'initialisation que nous avons constat�e des propri�et�es �etranges des vecteurs

al�eatoires de grandes dimensions, en particulier le fait que leur longueur a un

�ecart-type n�egligeable par rapport �a la moyenne quand le nombre de composantes

ind�ependantes est grand.

VQP ne r�esout pas l'un des probl�emes pos�es lors de l'utilisation de l'algorithme

de Kohonen, et qui est d'ailleurs pr�esent dans toutes les formes d'analyse de don-

n�ees : quelle dimension donner �a la repr�esentation ? Pour esquisser une r�eponse,

nous avons propos�e d'utiliser la dimension fractale du nuage de donn�ees. Comme

g�en�eralement on ne dispose pas d'une distribution continue, mais d'un ensemble

�ni d'�echantillons, on est oblig�e de s'�ecarter de la d�e�nition math�ematique de

la dimension fractale qui est une limite. Partant, on soul�eve l'�epineux probl�eme

de l'�echelle d'observation : si l'on regarde de trop loin, le nuage ressemble �a un

point, et si l'on regarde de trop pr�es, on voit que le nuage est fait de beaucoup

de petits points: : : Entre ces deux extrêmes se trouve g�en�eralement une �echelle

d'observation appropri�ee, o�u la dimension mesur�ee est stable (la caract�eristique

suit un segment de droite �a cet endroit). Il peut arriver cependant que le nombre

de points de la base de donn�ees soit insu�sant. Les deux extrêmes sont alors trop

proches et l'on n'observe pas de zone o�u la dimension soit stable. Il peut aussi

arriver que la dimension change selon l'endroit de l'espace que l'on consid�ere. La

nature globale de l'estimation de la dimension fractale empêche de d�etecter ce

ph�enom�ene.

Dans tous les cas, la valeur trouv�ee par l'analyse de la dimension fractale ne

doit être consid�er�ee que comme un point de d�epart pour la dimension �a donner

�a l'espace de sortie de VQP. Au vu de la repr�esentation dy� dx, on peut d�ecider

d'augmenter ou de diminuer cette dimension d'une unit�e et de recommencer une

phase d'apprentissage. Par exemple, si la caract�eristique dy � dx est une droite

parfaite, cela signi�e qu'il n'y a pas eu besoin de d�eplier : la dimension de sortie

�etait su�samment grande pour que la projection soit simplement lin�eaire. Dans

ce cas, on peut essayer de diminuer la dimension de sortie. A l'inverse, une carac-

t�eristique dy� dx dispers�ee d�es l'origine est r�ev�elatrice d'une dimension de sortie

insu�sante, et l'on aura int�erêt �a l'augmenter. Il est int�eressant de remarquer

que la repr�esentation dy � dx est en dernier ressort plus informative que l'ana-

lyse de dimension fractale. Notons d'ailleurs qu'elle peut être vue �a tout moment

pendant la convergence de VQP, ce qui est extrêmement utile pour le r�eglage des

param�etres.

Un autre aspect de VQP est la quanti�cation de l'espace d'entr�ee. En �etudiant

ce vaste chapitre qu'est la quanti�cation vectorielle, nous avons �et�e surpris de

constater que la distorsion moyenne est le crit�ere g�en�eralement admis sans autre
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discussion. Ce crit�ere conduit �a une quanti�cation qui respecte la densit�e des

donn�ees, ce qui n'est pas toujours souhaitable, même dans la pure optique de la

compression de signal. On peut tr�es bien adopter d'autres crit�eres, par exemple

la minimisation de l'erreur maximale, comme nous l'avons signal�e dans le cas de

quanti�cation de palette de couleur. Dans le cadre de VQP, o�u l'on s'int�eresse au

support des donn�ees et non �a leur densit�e sur ce support, c'est d'une quanti�cation

de l'espace (et non d'une quanti�cation de la densit�e) que nous avons besoin.

C'est ainsi que nous avons d�evelopp�e l'algorithme \Competitive Learning with

Regularization" (CLR) qui s'a�ranchit en partie de la notion de densit�e. Cette

m�ethode est toutefois encore peu satisfaisante par certains aspects : elle est aussi

lente que le simple Competitive Learning (c'est un algorithme \winner-take-all"

et non \winner-take-most"). Elle tol�ere mal qu'on essaie de supprimer les unit�es

mortes qu'elle peut avoir, par un m�ecanisme de fatigue par exemple, car dans

ce cas les deux unit�es gagnantes ne sont pas forc�ement proches et cela perturbe

l'algorithme des \liens dynamiques" (x 3.7).

VQP supporte avantageusement la comparaison avec d'autres algorithmes de

d�epliage, comme le \Non Linear Mapping" (NLM) par exemple. Grâce �a la forme

tr�es particuli�ere de minimisation d'�energie que nous avons d�evelopp�ee (qui n'est

pas une simple descente de gradient mais plutôt la descente du gradient d'une

partie seulement de l'�energie, di��erente �a chaque it�eration), nous gagnons un

ordre de grandeur en temps de calcul en fonction du nombre de neurones. Ainsi,

alors que le NLM a une complexit�e en O(N

2

), VQP n'a qu'une complexit�e en

O(N) pour un r�esultat �equivalent. Il est donc beaucoup plus rapide en temps de

calcul.

D'autre part, du point de vue purement fonctionnel, une pond�eration des

termes d'�energie en fonction de la distance dans l'espace de sortie (et non de

celle dans l'espace d'entr�ee comme dans le NLM) permet �a VQP de repr�esenter

correctement des structures beaucoup plus fortement pli�ees, voire boucl�ees : pour

repr�esenter la surface de la terre sur une carte par exemple, il est n�ecessaire de

\couper" la surface quelque part, �a l'endroit qui correspond aux bords de la carte.

Avec une pond�eration en fonction de la distance en sortie, une telle coupure est

accept�ee (la zone coup�ee n'introduit qu'une faible �energie puisque les points de

part et d'autre sont �eloign�es dans l'espace de sortie).

Nous montrons �egalement des propri�et�es particuli�eres de VQP, comme la na-

ture bijective de la relation mise en place entre les donn�ees et leur repr�esentation

cartographique, ainsi que les possibilit�es d'interpolation et d'extrapolation dans

cette relation. D'un point de vue math�ematique, on peut voir VQP comme un

di��eomorphisme entre le support (la \vari�et�e") des donn�ees et la carte. Ce di��eo-

morphisme est bijectif, c'est-�a-dire que l'on peut non seulement trouver l'image

d'un point de l'entr�ee, mais aussi la pr�eimage d'un point de l'espace de sortie.
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Bien que, g�en�eralement, il y ait r�eduction de dimension entre l'entr�ee et la sortie,

la pr�eimage d'un point de la sortie est unique : elle se trouve strictement sur la

vari�et�e des donn�ees, de dimension intrins�eque identique �a l'espace de sortie. Par

exemple, dans le cas de la cartographie du globe terrestre, la projection de la po-

sition d'un avion donne une longitude et une latitude sur la carte. A l'inverse, la

pr�eimage d'un point donn�e par sa longitude et sa latitude est unique sur la terre,

mais on n'a pas pu reconstruire l'information \altitude". Une telle combinaison

de projection et projection inverse donne la possibilit�e de calculer la distance

entre un point inconnu et la vari�et�e de la distribution apprise. C'est un moyen de

d�etecter une d�eviation par rapport �a un ph�enom�ene appris pr�ec�edemment (voir

l'application de surveillance de centrale nucl�eaire, x 9.3.2).

Avec VQP, le di��eomorphisme est en r�ealit�e quanti��e par un certain nombre

de points (le nombre de neurones dont on dispose). Pour rendre continue la projec-

tion, nous avons montr�e comment les mêmes principes que ceux de l'apprentissage

proprement dit peuvent être utilis�es pour pratiquer l'interpolation et l'extrapola-

tion autour de ces points.

Finalement, nous mettons �a l'�epreuve la m�ethodologie et les algorithmes que

nous avons d�e�nis avec plusieurs exemples pratiques (r�eels ou imagin�es). La di-

versit�e de ces exemples, qui vont de la fusion de donn�ees auditives et visuelles au

routage intelligent en t�el�ecommunications, en passant par la surveillance de cen-

trale nucl�eaire, montre le potentiel �elev�e de cette m�ethode d'analyse de donn�ees.

10.2 Perspectives

L'algorithme VQP n'est bien sûr pas une conclusion. Bien au contraire, nous le

percevons comme un commencement, une voie ouverte dans l'analyse de donn�ees.

Outre les id�ees d'applications qu'il suscite et les am�eliorations dont il pourra

faire l'objet (nous y reviendrons), il n�ecessite un important travail th�eorique :

Peut-on d�emontrer sa convergence ? Comment r�egler correctement les di��erents

param�etres ? Quelles sont les limites d'utilisation ?

� Les param�etres de VQP m�eritent une �etude approfondie pour d�eterminer

comment on doit les piloter au cours du temps et dans quelle fourchette

de valeurs. Ceci est particuli�erement vrai en ce qui concerne l'algorithme

de projection continue o�u le nombre d'it�erations doit être tr�es restreint

par souci d'e�cacit�e. Peut-on se baser sur la repr�esentation dy � dx pour

commander automatiquement le rayon de voisinage � et le gain d'adaptation

� ?

� Pour la projection continue (c'est-�a-dire le m�ecanisme qui, apr�es la phase

d'apprentissage, permet de repr�esenter n'importe quel point de la distri-
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bution), peut-on d�evelopper une heuristique qui permette de s�electionner

les points y

i

sur lesquels on va s'appuyer pour placer le point y

0

(qui est

la projection cherch�ee) le plus e�cacement possible ? Pour l'instant, faute

de mieux, on proc�ede soit par tirages al�eatoires soit en les utilisant tous

�a chaque it�eration, mais lorsque le nombre de neurones est grand, on sait

qu'un grand nombre d'entre eux aura une contribution minime.

� Un probl�eme plus ennuyeux est li�e �a la possibilit�e d'avoir des zones dans

l'ensemble des donn�ees avec des dimensions intrins�eques di��erentes. On a vu

que l'analyse de dimension fractale ne r�ev�elait pas ce ph�enom�ene. Peut-être

l'emploi de m�ethodes locales, comme les liens dynamiques (x 3.7), permet-

trait de d�etecter les dimensions de fa�con ad�equate. Mais alors, comment re-

pr�esenter de telles donn�ees ? Quelle dimension donner �a l'espace de sortie ?

Cependant, dans la grande vari�et�e d'applications que nous avons rencon-

tr�ees jusqu'�a pr�esent, ce probl�eme ne s'est pas pr�esent�e.

� Un autre probl�eme concerne les limites de VQP en mati�ere de d�epliage.

Si le m�ecanisme fonctionne bien lorsque l'espace de d�epart n'est pas trop

\chi�onn�e", il �echoue pour une structure su�samment complexe, comme

une pelote de �celle par exemple. La raison tient au fait que le nombre

d'�echantillons n'est peut-être pas su�sant et que la longueur d�epli�ee d'une

telle structure est tr�es grande par rapport au diam�etre de d�epart. Ainsi, les

points devraient parcourir un chemin tr�es long depuis leur position d'origine

r�esultant de l'initialisation. Encore une fois, o�u se situe la limite ?

� Le d�epliage e�ectu�e par VQP est bas�e sur une conservation de la notion

de proximit�e la meilleure possible, c'est-�a-dire que les distances (au moins

les courtes) dans l'espace de sortie doivent être �egales aux distances d'en-

tr�ee. Cela introduit une certaine \rigidit�e" dans le d�epliage (un peu comme

lorsqu'on d�eplie une feuille de papier, par contraste avec une feuille de caout-

chouc). Dans certaines applications, ou en pr�esence de bruit dans l'espace

d'entr�ee, une certaine souplesse serait n�ecessaire, y compris pour les courtes

distances. Cette souplesse devrait pouvoir être apport�ee par l'emploi de co-

e�cients de pond�eration locaux devant les Y

ij

de la fonction d'�energie. Une

autre approche est celle du \non metric MDS", o�u ce n'est pas une ad�e-

quation des distances qui est r�ealis�ee, mais une ad�equation de l'ordre de ces

distances, ce qui autorise ainsi une certaine d�eformation.

� En�n, les cas que nous avons �etudi�es jusqu'�a ce jour poss�edent une dimen-

sion intrins�eque relativement petite (moins de 5), même si la dimension

brute de l'espace d'entr�ee a pu être relativement grande (jusqu'au millier

de dimensions). Comment se comporte VQP face �a la tâche de d�eplier une
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structure poss�edant un grand nombre de degr�es de libert�e et noy�ee dans un

espace de dimension plus grande encore ?

� Un autre probl�eme concerne le bruit dû aux composantes non signi�ca-

tives (par exemple, un nombre arbitraire de composantes al�eatoires ind�e-

pendantes), comme on en a rencontr�e dans l'application de surveillance de

proc�ed�e (x 9.3.1). Ces composantes sont fort gênantes parce qu'elles disper-

sent le nuage de donn�ees (la vari�et�e est �etal�ee dans ces dimensions ajout�ees).

Les neurones sont gaspill�es dans la quanti�cation du nuage ainsi �etal�e. Sur-

tout, la vari�et�e comporte autant de dimensions suppl�ementaires qui sont

prises par VQP comme des degr�es de libert�e �a r�ev�eler, ce qui est ennuyeux

puisqu'ils ne sont pas informatifs. Comment identi�er ces composantes in-

utiles pour les �eliminer ?

Un autre point qui n'a �et�e r�esolu pour l'instant que de fa�con empirique

concerne la mani�ere de combiner les op�erations de la premi�ere et de la seconde

couche. Faut-il laisser la quanti�cation vectorielle et la projection fonctionner de

concert, ou est-il pr�ef�erable de laisser la premi�ere se terminer avant d'entamer

la seconde ? Dans nos simulations, on a g�en�eralement opt�e pour le compromis

suivant : laisser un temps d'avance �a la premi�ere couche. Deux solutions me pa-

raissent particuli�erement dignes d'int�erêt :

� Comme nous l'avons montr�e pour le \Neural Gas" (x 5.2)), on peut relier

les param�etres d'apprentissage �a une estimation de la stationnarit�e de l'es-

pace d'entr�ee, au lieu de le faire selon une fonction du temps pr�ed�e�nie. On

obtient ainsi une convergence rapide et stable. Lorsque l'on change la dis-

tribution d'entr�ee, le r�eseau d�etecte automatiquement la chose et se remet �a

apprendre jusqu'�a l'obtention d'un nouvel �equilibre. Lorsqu'on subordonne

les param�etres de la couche de sortie �a cette même estimation (toujours

mesur�ee dans l'espace d'entr�ee), on obtient un comportement similaire en

sortie (l'apprentissage de la sortie s'active �a nouveau en cas de modi�cation

de l'entr�ee). Ces exp�eriences r�epondent partiellement au fameux dilemme de

Grossberg de \stabilit�e/plasticit�e", mais m�eriteraient d'être approfondies.

� Une voie encore plus radicale consisterait �a consid�erer la quanti�cation vec-

torielle et la projection d'une mani�ere globale et coupl�ee. Ce couplage n'est

fait que dans un sens actuellement (le r�esultat de la quanti�cation est reco-

pi�e par la projection, mais la quanti�cation est autonome). Les tentatives

faites jusqu'�a pr�esent pour \fermer la boucle" VQ & P se sont sold�ees par

un �echec : tous les neurones convergent en un point (le centre de gravit�e du

nuage). Même en ajoutant des contraintes de r�epulsion entre les vecteurs-

poids (en entr�ee ou en sortie), on obtient des instabilit�es et une quanti�-
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cation peu satisfaisante. Cela tient au fait que ce \rebouclage" �a toujours

�et�e essay�e avec des m�ethodes similaires �a celle de Kohonen (avec l'espace

de sortie utilis�e �a la place de la grille). Or on a vu (x 8.2.3), lorsqu'on

interpr�ete l'algorithme de Kohonen comme une combinaison d'une quanti-

�cation vectorielle et d'une contrainte de copie topologique de la grille, que

ces deux parties sont instables si elles sont prises ind�ependamment, et que

c'est l'aspect �g�e de la grille qui empêche la solution de d�eg�en�erer en un seul

point. En revanche, si l'on normalisait la contrainte de copie topologique

de l'espace de sortie par rapport �a un changement d'�echelle, on pourrait

esp�erer obtenir une solution stable. C'est une possibilit�e attrayante que de

partir d'une fonction d'�energie globale, et d'en tirer �a la fois l'algorithme

d'apprentissage pour l'entr�ee et la sortie. On obtiendrait ainsi une m�ethode

de quanti�cation vectorielle probablement plus e�cace que celles qui exis-

tent actuellement, et directement pilot�ee par la d�etection de la vari�et�e, avec

ce que cela apporte comme possibilit�e de g�en�eralisation et d'�elimination de

bruit.

D'un point de vue technique, il est relativement ais�e de mettre en �uvre VQP

dans un circuit VLSI. En e�et, la quasi totalit�e de la charge de calcul concerne

le calcul des distances X

ij

et Y

ij

. Avec une fonction de calcul de distance comme

bloc de base, et en d�el�eguant le calcul de la fonction non-lin�eaire F (Y

ij

) �a l'ex-

t�erieur du circuit, on peut facilement câbler les principales fonctions de VQP :

apprentissage de la projection, projection continue et projection continue inverse.

On peut même, moyennant l'ajout d'une structure de tri, e�ectuer la quanti�ca-

tion vectorielle �a l'aide d'un \Neural Gas", qui lui aussi est essentiellement bas�e

sur des distances. Cette mise sur circuit est envisageable �a court ou moyen terme.

En�n, d'un tout autre point de vue, il est int�eressant de se pencher sur la plau-

sibilit�e biologique du r�eseau VQP dans le cerveau des vert�ebr�es. La d�ecouverte

d'une �equivalence structurelle me parâ�t peu probable, du moins si l'on esp�ere

une �equivalence \neurone-�a-transistor". En revanche, je tiens pour sûr que la

fonction de VQP est pr�esente dans les processus cognitifs. Toutes les projections

non-lin�eaires qui constituent en partie notre \traitement neuronal" ne s'expli-

quent pas par de seules cartes dont la forme est peu ou pas modi�able. Il parâ�t

vraisemblable que les repr�esentations de la connaissance et des exp�eriences de la

vie se font au moyen de quanti�cations et de d�epliages de nos espaces perceptifs

ou proprioceptifs de millions de dimensions: : :
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cartes
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châ�ne de Markov, 57
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ICP-INPG, 155

ITMI, 166

LRE-EPFL, 170

PSA, 166

Tractebel, 170

competitive learning, 52

competitive learning with regularization, 14,

63{67, 99, 107, 183

compression

d'image, 80

de palette de couleur, 80, 95

condition des centro��des, 50

condition du plus proche voisin, 50, 52

197



198 INDEX

conscience, 53

g�en�eralisation au winner-take-most, 101

continuit�e

en 1D, 133

en nD, 134
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Cottrell, 81
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incipient faults, 164
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Dijkstra, 177

dimension
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fractale g�en�eralis�ee, 44, 47

grande, 23{48
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intrins�eque, 22, 40{47, 113, 136, 150
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de similarit�e, 44
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distorsion moyenne, 50, 59, 63

distribution
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de Boltzmann-Gibbs, 57
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hyperplan (dans un -), 30

de localisation, 20, 22, 39, 46, 80, 91,

152

de Martinetz, 99

multi-modale, 55, 89, 93

non structur�ee, 91

des phon�emes, 154

sur une sph�ere, 117, 122

pour la taxonomie, 118

uniforme, 28, 42, 91

dominance (r�egions de -), 51, 53, 54, 62, 74,

137

dy � dx (repr�esentation -), 15, 85{92, 113,

151, 181, 182
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�echantilloneur de Gibbs, 57

�echantillonnage irr�egulier, 64, 134

�echelle d'observation, 17, 47, 48, 150, 153,

182

�echiquier (distance -), 60, 76

e�et de bord (dans Kohonen), 66, 140

ellipso��de d'inertie, 38

�energie

des cartes de Kohonen, 138

du MDS, 133

du NLM, 141

de VQP, 107, 126

ensemble de Mandelbrot, 43

ergonomie, 165

espace vide, 27{30, 47

euclidienne (distance -), 26, 50, 60, 74

�ev�enements rares (occultation des -), 14, 94

extrapolation

par VQP, 121

fatigue, 53

g�en�eralisation au winner-take-most, 101

fer �a cheval (distribution en -), 38, 39, 40,

47, 79, 82, 92, 114, 144

�celle

de Kohonen, 86

pelote de -, 47, 185

fonction noyau (radiale de base), 28

Fort, 24

fractales, 43

frequency sensitive competitive learning, 53

Fritzke, 93, 105

FSCL, voir frequency sensitive competitive

learning

Fukunaga, 137

fusion de donn�ees, 19, 152

g�en�eralisation (par VQP), 131

generalized Lloyd algorithm, 51

Gersho, 62

Givens (matrices de -), 31

GLA, voir generalized Lloyd algorithm

Global Positioning System, 20

G�oppert, 94

grande dimension

visualisation, 30

graphe d'�etat (d'un automate), 168

Gray, 62

grille de neurones, 69

dimension, 79

�g�ee a priori, 92

distance dans la -, 60, 76, 85

forme �g�ee a priori, 92

Grossberg (dilemme de stabilit�e/plasticit�e),

186

Hamming (distance de -), 169

hash-code, 46

Hebb (r�egle de -), 35, 71

hello world (distribution -), 106

Hessienne (matrice -), 142

hexagonal (arrangement -), 67

histogramme des valeurs propres, 39, 156,

161, 171

hom�eomorphisme, 41

Huang, 63

Hubel, 71

hyper-cube, 33

hyper-sph�ere

surface, 28

volume, 27

hyper-t�etra�edre, 27

hyperplan (distribution dans un -), 30

ILR, voir inhibitions/excitations lat�erales r�e-

currentes

impulsion (d�etection d'-), 160

incipient faults, 164

ind�ependance, 38

inertie (la plus faible), 34

inertie totale (matrice d'-), 34, 63

infographie, 33

inhibitions/excitations lat�erales r�ecurrentes,

52

interpolation

par les cartes de Kohonen, 94

par noyaux, 28, 125

du voisinage gaussien, 76

par VQP, 121

intrins�eque (dimension -), 22, 40{47, 113,

136, 150

Karhunen-Lo�eve (transformation de -), voir

analyse en composantes principales

Kirkpatrick, 56

Kohonen, voir auto-organis�ees (cartes -)

Koontz, 137

Kruskal, 137
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liens dynamiques, 64, 98, 114, 178

limitations

de l'ACP, 38

du CLR, 183

de la dimension fractale, 47

de Kohonen, 92

du NLM, 142

de VQP, 184

Lloyd (algorithme de -), voir generalized Lloyd

algorithm

localisation (distribution de -), 20, 22, 39,

46, 80, 91, 152

localit�e du respect de topologie, 89

longueur d'organisation, 86

machine �electrique (diagnostic), 162

Mandelbrot, 43

ensemble, 43

exemple de la pelote de �celle, 47

Manhattan (distance -), 74

Markov (châ�ne de -), 57

Martinetz, 61, 97, 99

matrice

centr�ee-d�eduite, 34

de corr�elation, 34, 127

de covariance, 34, 63

de dissimilitude, 137

de Givens, 31

Hessienne, 142

d'inertie totale, 34, 63

inversible, 128

de rotation g�en�eralis�ee, 30

sym�etrique, 34, 127, 142

MDS, voir multidimensional scaling

m�etrique (fabrication d'une -), 173

Metropolis (algorithme de -), 57

minimal spanning tree, 93, 118

minimum global, 56

minimum local, 51

Minkowski (distance de -), 74

morphisme, 16, 41, 106, 183

MST, voir minimal spanning tree

multi-modale (distribution -), 55, 89, 93

multidimensional scaling, 16, 133{137, 140

non m�etrique, 137

neural gas, 61, 81, 93, 97{103

Newton (m�ethode de -), 141

NLM, voir non linear mapping

non linear mapping, 16, 112, 141{147, 183

normalisation des poids, 74

norme de vecteurs al�eatoires, 23

noyaux

gaussiens, 27

hyper-gaussiens, 29

occultation des �ev�enements rares, 14, 94

Oja (r�egle de -), 35

organisation

mesures de l'-, 81{92

mesure de d�esordre �, 84, 89

repr�esentation dy � dx, 85

repr�esentation curviligne, 81

organisation (longueur d'-), 86

pannes (d�etection), 162

papillon (con�guration -), 77

pavage

en cubes, 43

en r�egions de dominance, 53, 54, 74,

137

de Vorono��, 51, 53, 62, 102

PCVQA, voir principal component vector

quantization algorithm

Peano (courbe de -), 86, 89

pelote (de �celle), 47, 185

perspective conique, 33

phon�emes, 154

pincement (e�et de -), 77

principal component vector quantization al-

gorithm, 61{63, 81

proc�ed�e industriel (diagnostic), 80, 166

projection

dans le bruit, 129, 173

continue, 121

discr�ete, 92

inverse (par VQP), 131

lin�eaire, 22, 38

non-lin�eaire, 38

r�ev�elatrice, 80

proximit�e (conservation de la -), 72

proximit�e temporelle, 159

pseudo-Newton (m�ethode -), 141, 145

quanti�cation

optimale, 50

r�eguli�ere, 64

scalaire, 49
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vectorielle, 49{67

par arbre, 61

quick-sort, 100

modi��e, 101

QV, voir quanti�cation vectorielle

r�egle de Schyns, 79

radial basis function, 27, 94, 107, 122

rang de proximit�e, 61, 97

Rayleigh (quotient de -), 63

RBF, voir radial basis function

reconnaissance de parole, 80

recuit simul�e, 56

redondance, 23

comme essence de l'auto-organisation,

71

r�eduction de dimension, 34, 38, 105, 111{

113

r�egions de dominance, voir dominance (r�e-

gions de -)

r�egle de Hebb, 35, 71

r�egle de Oja, 35

r�egle de Sanger, 35

r�egularit�e de la grille, 84

r�emanence, 158

repr�esentation

curviligne, 81, 91

dy � dx, 15, 85{92, 113, 151, 181, 182

euclidienne (construction d'une -), 174

en grande dimension, 30

usuelle du r�eseau de Kohonen, 73, 93

r�etinotopie, 20

r�etinotopiques (cartes -), 69, 105

rotation dynamique, 30

rotation g�en�eralis�ee (matrice de -), 30

routage adaptatif de paquets en t�el�ecommu-

nications, 174

Sammon, 141

Sanger (r�egle de -), 35

Schulten, 98

Schyns (r�egle de -), 79

SCS, voir soft competition scheme

s�electivit�e

d'un noyau gaussien, 27

�a l'orientation, 72

sensorielles (cartes -), 19, 69, 105

s�equence temporelle, 157

Shannon (quantit�e d'information), 44

Shepard, 42, 133, 134, 136

soft competition scheme, 58

SOM, voir cartes de Kohonen

somatotopiques (cartes -), 105

sous-vari�et�e, 41

SRS, voir stochastic relaxation scheme

stochastic relaxation scheme, 56, 58, 81

structure (recherche de -), 19{22

subjective (distance -), 177

super-r�esolution, 160

surveillance de proc�ed�e, 165

syst�eme de puissance (diagnostic), 162

Takeuchi, 71

taxis jaunes (probl�eme des -), 95

taxonomie, 118

t�el�ecommunications (routage adaptatif de pa-

quets), 174

th�eorie motrice, 156

th�eor�eme central-limite, 23

tonotopiques (cartes -), 105

topiques (cartes -), 19, 20, 105

topologie (conservation de la -), 69

transformation de coordonn�ees, 80

triangulation de Delaunay, 98

Tricot, 48

uniforme (distribution -), 28, 42, 91

unit�es mortes, 52, 59, 92, 101, 183

valeur propre, 34, 63, 128

variance (maximale), 34

variance reconstruite, 35

vari�et�e, 22, 41, 64

d�epliage d'une -, 111{113

distance �a une -, 129, 173, 184

vecteur propre, 34, 63

vecteurs al�eatoires, 26

distances entre deux -, 26, 29, 42, 82,

182

norme des -, 23

vector quantization and projection, 15, 89,

105{131, 145, 181

r�egle d'adaptation, 109

verrou (probl�eme du -), 109

viewer, 22, 30, 171

Vigilance Neuromim�etique, 166

voisinage

adaptatif, 98
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adaptation dans un -, 76

gaussien, 60, 76

dans Kohonen, 60, 76

dans le neural gas, 97

en p > 2 dimensions, 79, 163

rayon de -, 60, 76, 79, 98, 112

rectangulaire, 60, 76

dans VQP, 113

Von der Malsburg, 20, 69{71

Von Neumann, 133, 135, 139

Vorono�� (pavage de -), 51, 53, 62, 102

VQP, voir vector quantization and projec-

tion

Wiesel, 71

Willshaw, 69

winner-take-all, 51{55

winner-take-most, 55

Yair, 56

z-bu�er, 33

Zeger, 56

zones de dominance, voir dominance (r�e-

gions de -)


